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A SOROZAT ELSŐ KIADÁSÁNAK ELŐSZAVÁBÓL 


A műegyetemi oktatás és mérnöki továbbképzés évtizedek óta nehezen nélkülöz egy, 
a műszaki igényeknek megfelelő magyar matematikai példagyűjteményt. E hiányt felismerve 
maternatikai tanszékeink lelkes fiataljai az utolsó 2—3 évben több jegyzetet állítottak össze 
a matematikai gyakorlatok anyagából. Tovább enyhítette a hiányt Gjunter— Kuzmin idő, 
közben magyarul megjelent kiváló felsőbb matematikai példatára, bár ezt — magas szín- 
vonalára való tekintettel — elsősorban nem a műegyetemi, hanem a tudományegyetemi 
hallgatók részére adatta ki a minisztérium. A probléma viszont teljes megoldást kívánt a 
hallgatók és a kezdő tanszemélyzet létszámának nagymérvű megnövekedése miatt. Ez utóbbi 
körülmény azt az újabb igényt támasztotta egy leendő példatárral szemben, hogy az a fel- 
adatokon és végeredményeiken kívül még bő megoldási útmutatásokat is tartalmazzon. 
Ugyanakkor több matematikai értekezleten szorgalmazták, a legmeggyőzőbben dr. Alexits 
akadémikus professzor, hogy a műszaki egyetemeinken alkalmazott műszaki matematikát 
oktassunk, és gyűjtsünk össze megfelelő alkalmazott műszaki anyagot. 

A minisztérium figyelmét ekkor felhívták néhány lelkes hallgató társaságában már 
korábban s hasonló szempontok szerint elindított gyűjtő munkámra. A minisztérium azonnal 
felkarolta kezdeményezésemet, megbízott egy Műszaki Matematikai Gyakorlatok című 
példagyűjtemény terveinek, szerkesztési elveinek kidolgozásával, majd rövidesen a mű 
szerkesztésével — egyúttal biztosítva több matematikai tanszék néhány tapasztaltabb ad- 
junktusának, illetve tanársegédjének közreműködését. 

Munkánk A. és B. része? jórészt a matematikának a műszaki felsőoktatásban világ- 
szerte szokásossá vált fejezeteit tárgyalja, de a megszokott kerethez képest egyeseket ki- 
bővítve, főleg a B. részben a klasszikus műszaki matematika érintett fejezeteit, A sorozat C. 
része a modern műszaki matematika néhány olyan nagy jelentőségű fejezetébe nyújt be- 
vezetést, amelyek bevonulása műszaki felsőoktatásunkba az utóbbi években megkezdődött, 

Munkánk első célja a szokásos tananyaggal kapcsolatban mindazt előadni, aminek 
műszaki egyetemeinken a helyesen, korszerűen, a műszaki igényeknek megfelelően vezetett 
matematikai gyakorlatokon szerepelnie kell. Esti és levelező oktatásunkban idevágó füze- 
teink esetleg még szélesebb körű felhasználásra is kerülhetnek. 

Munkánk második (de nem mellékes) célja gyakorlati és műszaki anyagot nyújtani a 
különböző tagozatokon a felsőbb éves nappali és esti hallgatók speciális matematikai okta- 
tásához, a szakmérnöki továbbképző tanfolyamok és a Mérnöki Továbbképző Intézet rend- 
szeres matematikai oktatásához, továbbá az igényesebb haligatók, a fiatal matematikai és 
műszaki tanszemélyzet, a kutató és üzemi mérnökök és aspiránsok egyéni vagy csoportos 
továbbtanulásához. 

E példagyűjteménynél viszonylag újszerűnek mondhaté célkitűzések megvalósítása 
szintén újszerű szerkesztési elveket kívánt. Ennek megfelelően nem szorítkoztunk, mint a 
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legtöbb példatár, csupán feladatok és végeredményeik közlésére, Ellenkezőleg, megkísérel- 
tük fejezetről fejezetre végigvezetni a következő rendszert: a) elméleti összefoglaló; b) bő 
magyarázat kíséretében részletesen megoldott, kisszámú jellegzetes mintapélda; c) az előb- 
biek alapján könnyen megoldható, csak végeredménnyel ellátott, nagyszámú gyakorló fei- 
adat; d) esetleg rövid útmutatással ellátott és csak vázlatosan megoldott különleges (csil- 
lagos) példák; e) esetleg egyes bizonyítások vázlatos közlése a különleges példák között; 
f) végül műszaki alkalmazások bemutatása. E láncszemek véleményünk szerint jól szolgál- 
hatják a matematikai elmélet és a műszaki gyakorlat összekapcsolásának ügyét. E szerkesz- 
tési elvek legtapasztaltabb professzoraink helyeslésével találkoztak, továbbá egészen új 
szovjet példatárakban észleltünk többé-kevésbé hasonló szerkesztési elveket. Megjegyzendő, 
hogy bizonyára nem mindenütt sikerült a rendszert teljes egészében megvalósítanunk ; 
olykor e sorrendtől is eltértünk. 

Az A. rész füzeteiben, professzorainkkal egyetértésben, eléggé óvatosan méreteztük a 
műszaki alkalmazások számát a többi példákhoz képest. Erre késztetett az elsőéves hallgatók 
műszaki ismereteinek hiányossága, valamint az e füzetben közölt matematikai apparátus 
elégtelensége komolyabb problémák megoldásához. Még így is lényegesen bővebb műszaki; 
példaanyagunk, mint az ismert példatáraké. 

A B. és €. rész füzeteiben — az olvasó egyre növékvő matematikai és műszaki ismere- 
teire támaszkodva — nagy bőségben tárgyalunk problémákat a klasszikus és modern mű- 
szaki matematika legkülönbözőbb területeiről, amelyekben kézzelfoghatóan jelentkezik a 
matematika és a technika egysége. 

Közismert tény, hogy a híressé vált külföldi példatárak legtöbbje évtizedek alatt 
számos kiadás folyamán forrt ki, tökéletesedett. E viszonylag újszerű célkitűzésekkel készülő 
példatár fiatal szerzői tehát érthetően sok-sok észrevételt, megjegyzést, tanácsot várnak és 
kérnek ezúton is az olvasóktól, hogy a sorozat kitűzött céljának minél hamarabb és miné! 
teljesebb mértékben megfeleljen. 

A minisztérium és professzoraink tanácsát követve, bátran merítettünk a legkülön- 
bözőbb forrásokból, sokkal inkább törekedve az anyag gazdagságára és megbízhatóságára, 
mintsem — példatárnál amúgy is szegényes sikert ígérő — eredetiségre. Természetesen 
szép számú új feladatot is készítettünk. 

A szemléltető anyag gondos szerkesztése és megrajzolása Gyurcsy Endre okl. villamos- 
mérnök kolléga érdeme. 

E sorozat megszületését megkönnyítette az a körülmény, hogy a minisztérium egye- 
temi tankönyvosztálya egy ilyen mű szükségességét, jelentőségét és elvi vonatkozásait igen 
világosan látta, és másokkal is meg tudta értetni. . 

Ki kell emelnem Egervárjp akadémikus, professzor számos szakmai megjegyzését és 
műegyetemi előadásait, amelyekből merített tanulságok nagymértékben emelik munkánk 
értékét. Állandó érdeklődésével és gazdag pedagógiai és módszertani útmutatásokkai volt 
segítségünkre Gallai professzor. Meg kell emlékeznem az Alkalmazott Matematikai Inté- 
zetről, mely modern könyvtárával és alkotó légkörével a gyűjtés legelejétől mindvégig támo- 
gatta munkánkat. 

Köszönettel tartozom a Tankönyvkiadó Vállalatnak, különösképpen a műszaki szer- 
kesztőségnek, amely értékes segítséget nyújtott nekünk e nyomdailag nagy követelményeket 
támasztó sorozat műszaki munkálataival kapcsolatban. 

Végezetül munkánkat műszaki egyetemeink tanszemélyzetének és hallgatóinak ajánljuk. 
Használják fel e füzeteket a maguk, illetve a leendő mérnökök ezreinek képzésére! Észre- 
vételeikkel segítsék elő e gyűjtemény mielőbbi tökéletesedését ! 

Budapest, 1952. szeptember 1, A SZERKESZTŐ 
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ELŐSZÓ A SOROZAT MÁSODIK KIADÁSÁHOZ 


Közel nyolc év munkájával — néhány kisebb jelentőségű módosítástól eltekintve az 
eredeti terv szerint — sikerült befejeznünk a Műszaki Matematikai Gyakorlatok c. soro- 
zatot 23 kötetben. Munkaközösségünk céltudatossága és munkakedve, a minisztérium és a 
Tankönyvkiadó kitartó támogatása, bírálóink értékes segítsége és nem utolsósorban egyre 
növekvő olvasótáborunk lelkes érdeklődése lehetővé tette az összes nehézségek leküzdését. 
Noha távolról sem tekinthetjük tökéletesnek, véglegesnek könyveinket, mégis az első kiadás 
befejezésekor a magyar műszaki matematikai felsőoktatás érdekében végzett odaadó munka 
jó érzése tölti el munkaközösségünket. 

Könyveinket a hazai szakemberek és szaklapok kedvezően fogadták, és számos hasznos 
észrevétellel, tanáccsal voltak segítségünkre. Köteteink az évek során több keleti és nyugati 
államba is eljutottak. Ez év nyarán pedig abban a megtiszteltetésben részesültünk, hogy: a 
belgiumi Nemzetközi Mérnöki Matematikai Kongresszus vezetősége kiállította, és idegen 
nyelvű, vetített képes előadásban is bemutatta a teljes sorozatot, figyelemre méltó érdek- 
lődés és elismerés mellett. 

Most, a második kiadás során a sorozat fejlesztésének, korszerűsítésének — a megalko- 
tásánál semmivel sem könnyebb — munkája vár ránk. Természetesen az első kiadás mun- 
kálatai során szerzett gazdag tapasztalataink, az újabb hazai és külföldi szakirodalom tanul- 
mányozása, továbbá a könyveinkről kapott hazai és külföldi észrevételek jelentős segítsé- 
günkre lesznek. Remélhetőleg módunk lesz a műszaki matematikának néhány újabb disz- 
ciplínáját is feldolgozni a sorozatban. 

Amikor munkaközösségünk változatlan céltudatosságáról és munkakedvérői biztosít- 
hatom a magyar műszaki matematika híveit, egyben ismét kérem bírálóink, olvasóink, 
valamint a Művelődésügyi Minisztérium és a Tankönyvkiadó további szakmai, erkölcsi és 
anyagi támogatását, nemkülönben az Egyetemi Nyomda ismert színvonalú munkáját. 

Budapest, 1958. szeptember 1. 


A SZERKESZTŐ 


ELŐSZÓ A SOROZAT HARMADIK KIADÁSÁHOZ 


1963-ban szükségessé vált a sorozat harmadik kiadásának megindítása, a második 
kiadás lendületes folytatása mellett. A harmadik kiadás egyrészt olyan hagyományos, de 
széles körben érdekes tárgyú kötetekkel kezdődött meg, mint az A. I. és A. X., másrészt 
olyan modern alkalmazási területű és e miatt mindinkább keresetté vált kötetekkel, mint 
az A. IX., B. I—1II—III., B. IV., B. VII". 

Az utóbbi második kiadások fél éven belüli elfogyása — éppen a matematikai progra- 
mozás lineáris algebrai segédeszközeivel, ili. a síkbeli rugalmasságtan korszerű, komplex 
függvénytani módszerével kápcsolatos bővítése után — kézzel foghatóan bizonyítja a sorozat 
második kiadásának előszavában kitűzött fejlesztési tervek és a megvalósításukra kifej- 
tett erőfeszítések helyességét. 

E körülmény buzdítás munkaközösségünk részére és megnyugtatás a Kiadó számára 
is, látván, hogy újabb áldozatai hasznos célt és reális igényeket szolgálnak. 

Említésre méltó, hogy sorozatunk vagy egyes kötetei 1958 óta több újabb külország- 
ban (pi. a Szovjetunióban, NDK-ban, Jugoszláviában, Egyiptomban, USA-ban, Angliában, 
NSZK-ban) és nemzetközi fórumon (pl. áz NDK Matematikai Társulatának 1963. évi 
nemzetközi ülésszakán) tudtak helytállni és vers"ngeni a hasonló rendeltetésű külföidi 
munkákkal, 

Ilyen kedvező adottságok között természetes, hogy lelkesen folytatjuk a sorozat fej- 
lesztésének, korszerűsítésének nagy munkáját, ismét kérve ehhez a Művelődésügyi Minisz- 
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térium, a Tankönyvkiadó és nem utolsósorban műszaki olvasótáborunk buzdító, áldozat- 
kész támogatását. 
Budapest, 1964. febr, 15. A SZERKESZTŐ 


ELŐSZÓ A KÖTET ELSŐ KIADÁSÁHOZ 


E kötet, melyet az olvasó szíves figyelmébe ajánlunk, jelentős lépés a sorozat fejlesz- 
tési programjában. Az 1956-ban megjelent B. VII?" kötetben, majd ennek 1962. évi második 
és 1965. évi harmadik kiadásában széles körű bevezetést adtunk ugyan a közönséges (főleg 
elsőrendű) differenciálegyenletekről, azonban a felsőoktatási és tudományos szempontokból 
oly nagy jelentőségű lineáris differenciálegyenletek és -rendszerek, továbbá a kerületérték- 
és sajátérték-feladatok, valamint a nemlineáris differenciálegyenletek és közelítő módszereik 
tárgyalása megoldandó feladatunk maradt. A Tankönyvkiadó áldozatkészsége folytán e tar- 
tozásunk számottevő részét most leróhatjuk, s úgy hisszük, hogy ezzel valóban előbbre 
vittük a sorozat fejlesztésének ügyét. A sorozat második, harmadik kiadásának lendületes 
folyamata, mint olvasótáborunk érdeklődésének kézzelfogható . bizonyítéka, egyébként is 
kedves kötelességünkké és szívügyünkké teszi könyveink állandó fejlesztését, korszerűsítését 
s ezzel az egyetemi oktatási reform fokozottabb szolgálatát is, 

Bár a lineáris differenciálegyenletek és -rendszerek a differenciálegyenletek elméleté- 
nek klasszikus fejezetei, mégis igyekeztünk ezeket korszerűen tárgyalni, többek közt a 
lineáris (vektor- és matrix-) algebra igénybevételével. Ezt annál inkább megtehettük, mert 
a lineáris algebra az utolsó évtizedben nagymértékben előtérbe került a műszaki-gazdasági 
alkalmazásokban. 

A tájékozott olvasó észlelni fogja, hogy munkánkban — a tárgykör modern külföldi 
szakirodalma mellett — felhasználtuk a hazai haladó hagyományokat, nemkülönben saját, 
évtizedes előadói tapasztalatainkat és különféle szakmai munkáinkat is. Ezek eredménye- 
ként bizonyára némi sajátos színt is kapott írásunk, 

Végül említésre méltó, hogy e folytatólagos kötetben a bevezető köteténél magasabb 
bizonyítottsági szintet, tételesebb tárgyalást is megengedhettünk magunknak, a téma fon- 
tosságának és felsőoktatásunk elméleti színvonala emelkedésének megfelelően. Mindamel- 
lett könyvünk, mint az egész sorozat is, elsősorban a mérnököknek és műegyetemi hallga- 
tóknak szól. 

Szeretnők remélni, hogy a témakör fentebb vázolt fejlesztési programjának hátra levő 
részét is mielőbb megvalósíthatjuk. Végül hadd mondjunk köszönetet e helyen is lektorunk- 
nak, dr. Seitz Károly egyetemi adjunktusnak, hasznos észrevételeiért, valamint a Tankönyv- 
kiadó Vállalatnak és a Művelődésügyi Minisztériumnak ügyünk áldozatkész támogatásáért, 
végül, de nem utolsósorban az Egyetemi Nyomdának igényes munkájáért. 

Új kötetünk útrabocsátásakor azt kívánjuk, hogy járja ez is eredményesen műszaki 
életünk és felsőoktatásunk szolgálatának sorozatunk által már másfél évtizede követett útját! 


Budapest, 1965. márc. Il. 
BAJCSAY PÁL ÉS FAZEKAS FERENC 


ELŐSZÓ A KÖTET MÁSODIK KIADÁSÁHOZ 


Kötetünk 1966 elején jelent meg és 1968 tavaszán már kifogyóban volt. E puszta 
tény is mutatja, hogy írásunk a műszaki olvasók számára nyomasztó hiányt pótolt. 

Az új kiadás csak apró helyreigazításokban tér el az előzőtől, 

A nemlineáris differenciálegyeníetekről és közelítő módszereikről szóló önálló kötet 
megírását továbbra is fontos, sőt egyre sürgetőbb feladatunknak tartjuk és meg is oldjuk, mi- 
helyst a lehetőségét biztosítják. 

Végezetül e helyről is köszönjük műszaki olvasótáborunknak lankadatlan érdeklődését 
és támogatását. ; 

Budapest, 1968. ápr. 15. A SZERZŐK 


A) rész 


KÖZÖNSÉGES LINEÁRIS 
DIFFERENCIÁLEGYENLETEK 


ÍRTA: 


DR. FAZEKAS FERENC 
EGYETEMI DOCENS 


I. §. A DIFFERENCIÁLEGYENLETEKRŐL, 
FŐLEG A LINEÁRISOKRÓL — ÁLTALÁBAN 


a) Elvi és történeti a] Bevezetésképpen szóljunk néhány szót arról a 

észrevételek mérnök számára igen figyelemreméltó kérdésről, hogy 
miként vetődik fel és milyen problémákkal jár együtt általában a matematika, 
különösen pedig a (lineáris) differenciálegyenletek alkalmazása a műszaki fizikai 
gyakorlatban." j 

Az ilyen alkalmazásnak mindenekelőtt az elmélet és a gyakorlat egysége 
jegyében. kell történnie! Ennek során az a kettős feladat ál! előttünk, hogy egy- 
részt adott premisszákból kiindulva és a természeti törvényekkel összhangban 
határozzuk meg a fizikai jelenség, műszaki folyamat lefolyását, pl. egy lövedék 
pályáját, másrészt — és egyre növekvő jelentőséggel — állapítsuk meg az előírt 
eredményű jelenség, folyamat kiindulási adatait, pl. a célba érkező lövedék kilö- 
vési paramétereit, 

A matematika gyakorlati alkalmazása általában hosszú, több fázisú munka- 
folyamat. Főbb fázisai a következők: A) A matematikai modell megszerkesztése. 
— B) Tiszta matematikai kutatómunka. — C) Alkalmazott matematikai kutató- 
és számítómunka. — D) Numerikus, grafikus és gépi módszerek alkalmazása. 
— Szóljunk most külön-külön az egyes fázisokról, főleg az első kettőről, különös 
tekintettel a differenciálegyenletekkel (főleg a közönségesekkel) kapcsolatos fel- 
adatokra. 

B] ad A) Kérdés, hogyan lehet egyáltalán kapcsolatot teremteni egyrészt az 
anyagi világról — véges számú (finit) és közelítő pontosságú (approximációs) 
mérési számadat formájában — rendelkezésre álló ismeretanyagunk, másrészt 
az elméleti matematika pontos (precíziós) és akárhányszor végtelen sok szám- 
adatot képviselő (infinit) fogalmai (pl. a differenciálhányados, a határozott integ- 
rál) és módszerei (pl. végtelen sorbafejtés) között. Az összekötő kapocs közöttük 
az absztrakcióval nyert, a probléma szempontjából csupán lényeges sajátságokkal 
rendelkező, idealizált objektum, folyamat, az ún. matematikai modell. Ilyenek pl. 
az anyagi pont, a merev test, a (HooKE-törvénynek hódoló) rugalmas test, az 
ún. inkompresszibilis folyamat, az ún. ideális húr stb."" 


: L. bővebben EGERvÁRY [14]. 
st A matematikai modellezés szép példájaként 1. pl. a hajlított tartó 4. § a) y)-beli 
tárgyalását! : 
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A modell megválasztásánál követelmény, hogy a) a modell precíziós mate- 
matikai alakban jelentkezzék, a precíziós matematika fogalmai és módszerei szá- 
mára közvetlenül alkalmazhatóan ; b) a modell minél jobb legyen, vagyis a modellre 
vonatkozó számítás eredménye minél jobb közelítéssel (optimálisan az alkalma- 
zott mérési eljárás észlelési pontosságával) egyezzék meg a tapasztalattal. — 
Kitűnő modell pl. az anyagi pont asztronómiai viszonylatban, sokkal kevésbé jó 
ballisztikus viszonylatban. Jó modell! a merev és a rugalmas test, hagyományos 
alkalmazási területén. Rosszak és matematikailag nehezen kezelhetők a folyadék- 
és gázmodellek. 

Olykor lényegesen eltérő jellegű és különböző matematikai apparátust moz- 
gató modellek választására nyílik lehetőség egyazon problémánál. Pl. a szilárd 
test kontinuum- és korpuszkuláris modellel egyaránt idealizálható, az utóbbi 
sokkal körülményesebb matematikai kezelhetőséggel és amellett a rezgési jelen- 
ségeknél a két modell feltűnően eltérő viselkedésével (gondoljunk pl. az ún. 
RouvrTH-féle jelenségre). Ez is azt mutatja, hogy körültekintően kell kiválasztani a 
legalkalmasabbat az alternatív modellek közül. 


yIl ad B) A modell megválasztása egyúttal a matematikai kutatás útját is 
kijelöli. Ez az út igen sok esetben a differenciálegyenletek területére vezet. Nem 
véletlen, hogy a természeti jelenségek, műszaki folyamatok tanulmányozása során 
gyakran kerülünk szembe differenciálegyenlet- feladattal. A gyakor- 
lat akárhányszor megelégednék a jelenség valamely állapothatározója extrému- 
mának (pl. a rugalmas testben fellépő feszültségek maximumának) ismeretével, 
Ezzel szemben a matematikai tárgyalás — sajátszerűen — az illető állapothatá- 
rozó teljes eloszlását határozza meg, s ebből szélsőérték-számítással nyerhető az 
említett extrémum, 

A matematikai tárgyalás újabb sajátsága, hogy különválasztja a jelenség lefo- 
lyási térrészének, időszakának belsejére, ill. határaira vonatkozó törvényszerű- 
séget, ill. feltételeket. Ez a szétválasztás azzal a lényeges módszertani előnnyel 
jár, hogy a belül érvényes törvényszerűség — a határfeltételektől függetlenül — 
egy tetszőleges (belső) elemi térrészre, időszakra fogalmazható meg. Ez a vizsgált 
állapothatározó, valamint idő- és térbeli változási sebessége, gyorsulása stb., 
végül az idő- és helyzetkoordináták összefüggését egyenlőség formájában szol- 
gáltató differenciálegyenletként jelentkezik. 

Az így nyert differenciálegyenletet először általánosan törekszünk megoldani 
(a rendszámmal egyenlő számú paraméterrel), majd benne foglalt végtelen sok 
partikuláris megoldása közül igyekszünk a határfeltételeknek eleget tevőt kiívá- 
lasztani., 

Elméleti és gyakorlati szempontból egyaránt lényeges kérdés, hogy a modellt 
leíró differenciálegyenlet lineáris-e, vagy nemlineáris. Mint látni fogjuk, a 
lineáris (homogén) differenciálegyenlet megoldásai szuperponálhatók, vagyis pl, 
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a Pi; Pos P3s . . . partikuláris megoldásokkal együtt tetszőleges C py 4 Copa - 
1- Cspz a . . . lineáris kombinációjuk is megoldás, tehát a pj, po, pzs. . . isme- 
rete nyilván előny. A nemlineárisokra ez nem érvényes! A határfeltételek 
érvényesítése is sokkal körülményesebb a nemlineáris differenciálegyenle- 
teknél, 

A lineáris differenciálegyenletek elméletének eme viszonylagos egyszerű- 
sége, könnyebb hozzáférhetősége és lényegi lezártsága — szemben a nemlineári- 
sak sokkal kedvezőtlenebb helyzetével — érthetővé teszi a hagyományos törek- 
vést a matematikai modell linearizálás árat, vagyis kiegészítő meg- 
szorítások után; közelítő jelleggel lineáris differenciálegyenletekkel való leírá- 
sára, . 

A további elvi részletkérdések tekintetében a szakirodalomra utalunk.:t 


ő] Az elmondottak tükrében egyáltalán nem meglepő, hogy a differenciál- 
egyenletek már régóta az egzakt műszaki és természettudományok egyik legfon- 
tosabb matematikai segédeszközét képezik. Bár kialakulásuk (a XVIII. sz.) óta a 
műszaki folyamatok és természeti jeletiségek leírásának és vizsgálatának mate- 
matikai fegyverzete nagymértékben bővült (pl. a komplex függvénytannal, a vari- 
ációszámítással, a vektoranalízissel, az integrálegyenletekkel, a matrixelmélettel), 
a differenciálegyenletek — részben önálló fejlődésük, részben az említett disz- 
ciplínákkal való kapcsolatuk kiépítése folytán — az egzakt műszaki és természet- 
tudományokban betöltött kiemelkedő jelentőségüket mégis mindmáig meg tudták 
őrizni, 

A fentiek fényében az is érthető, hogy a műszaki-fizikai alkalmazások elő- 
terében hagyományosan a lineáris, ili, linearizálható (differenciálegyenletekkel 
és -rendszerekkel leírható) műszaki fizikai rendszerek vizsgálata állt. Nem meg- 
lepő az sem, hogy ezekből napjainkra a legbonyolultabb lineáris, ill. linearizált 
fpl. ilyen elektromos, mechanikai, automatikai stb.) rendszerek tanulmányozása 
maradt, s egyidejűleg a nemlineáris rendszerek vizsgálatának igénye is egyre 
erősödik, 

E kiegészítő kötetben éppen a bonyolult rendszerek matematikai apparátu- 
sát, az (n-ed rendű) lineáris differenciálegyenletek és -rendszerek elméletét és 
alkalmazását kívánjuk — szerény keretek közt — ismertetni. A nemlineáris diffe- 
renciálegyenletek és -rendszerek, valamint közelítő módszereik ismertetése egy 
későbbi kiegészítő kötet feladata lesz! 

Tekintettel kitűzött programunk elméleti igényességére, célszerűnek látszik 
előzetesen az első kötetben (B. VII.) megismert alapfogalmakat röviden össze- 
foglalni, kiegészíteni, erősen kiemelve a lineáris vonatkozásokat, 


t A linearizálás szép példájaként 1. az 4. §. c) y)-beli tartóproblémát! 
X£ L. pl. EGERvÁRY [14]. 
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b) Diff. egyenlet, al] I". Kezdjük munkánkat a differenciálegyenlet (-rend- 


Rendszám, szer) értelmezésével és alapvető osztályozásával! 
fokszám, 
homogenitás Definíció: A differenciálegyenlet (-rendszer) 


A) egy (vagy több) független változó, továbbá 

B) ez(ek)nek egy (vagy több) ismeretlen függvénye, végül 

C) az utóbbi(rak)nak az előbbifek) szerinti deriváltjai között egyenlet 
( -rendszer) formájában megadott összefüggés. 


1. Pl. Az ún. CAucHY— RIEMANN-féle 


94 a 9yv 911 9yv 


———aa—— — e get t——— 


8x — 9y" 9y 0x 
differenciálegyenlet-rendszerben 
x, y a független változók, 
u (x, y), v (x, y) az ismeretlen függvények, 


kra ú 57 F e § 55 a (parciális) deriváltak. 

II". Az előbbi értelmezés két alapvető osztályozási szem- 
pontot tartalmaz, mégpedig a független változók és az ismeretlen függvé- 
nyek számát. 

A) A független változók száma szerint megkülönböztetünk: 

a, c) közönséges differenciálegyenleteket és -rendszereket, amelyekben egy 
független változó szerepel, az ismeretlen függvény(-ek) tehát egyváltozósí-ak), 
deriváltjaik pedig közönségesek; továbbá 

b, d) parciális differenciálegyenleteket és -rendszereket, amelyekben több 
független változó szerepel, az ismeretlen függvény(-ek) tehát többváltozós(-ak), 
deriváltjaik pedig parciálisak. 

B) Az ismeretlen függvények száma szerint megkülönböztetünk: 

a, b) közönséges és parciális differenciálegyenleteket, amelyekben egy isme- 
retlen függvény szerepel (egy vagy több független változójával és szerintük vett 
közönséges, ill. parciális deriváltjaival együtt); továbbá 

c, d) közönséges és parciális differenciálegyenlet-rendszerek?, amelyekben 
több ismeretlen függvény szerepel (egy vagy több független változójukkal és 
szerintük vett közönséges, ill. parciális deriváltjaikkal együtt). 


$ Más néven: szimultán differenciálegyenletek, 
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III". A fentebbi két osztályozási szempont szerint nyert négy alap- 
osztályt jellemezzük most (célszerűen zérusra redukált) általános alakjával 
és egy-egy nevezetes műszaki vonatkozású példával! 


a) Közönséges differenciálegyenlet : 
FOXGYYGY sze YV) FO, 
ahol x a független változó, y az ismeretlen függvény. 
2. Pl. Tömegpont rugalmas, csillapított kényszerrezgésének differenciál- 
egyenlete (rendezett alakban): 
my t 2dy tg —f0, 
ahol m a tömeg, t az idő, y a kitérés, d a csillapítási tényező, c a rugóállandó, 
f(t) a kényszerítő erő. 
b) Parciális differenciálegyenlet : 
FLY 2 ése e ász BE sza; TE seg SEBE ege 
9x" 9y" 9Z 9x? 9x" 
ahol x, y, z, . . . a független változók, u az ismeretlen függvény. 
3. Pl. Kétdimenziós LAPLACE-egyenlet: 
du s Ax 


Mint ismeretest, ezt minden reguláris w — u -t ív — f(z) 5 f(x -t iy) kom- 
plex függvény u(x, y) valós és v(x, y) képzetes része kielégíti. Nagy szerepet 1át- 
szik bizonyos kétdimenziós elektrosztatikai, hidrodinamikai stb. jelenségek tár- 
gyalásánál, 

c) Közönséges differenciálegyenlet-rendszer : 


F(X ú, Vssasz ŰGV pez ú , Vz zés a VO) g 
, 


19 


G(X, U, V, s. s, UV. UV, sg UV, VM) 0 


ahol x a független változó, u, v, . . . az ismeretlen függvények. 


4. Pl. Két, induktíve csatolt, ohmos ellenállást, és önindukciót tartalmazó 
áramkör differenciálegyenlet-rendszere (rendezett alakban): 


R,1, 4 Lu - MI, — 1! 
R.1.4Ld,4ML—-0WY) 


x L. pl. a B. IV. kötetben! 


2 Közönséges differenciálegyenletek — 44 231/VII."" 
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ahol 7.(2), I (0) áramerősségek, R,, R, ohmos ellenállások, L,, L, önindukciós 
együtthatók, M a kölcsönös indukciós együttható, E a feszültség (a primér 
oldalon), t az idő. 


d) Parciális differenciálegyenlet-rendszerek : 


Élen Ju 9v 9w 011 9u 92 

s V; keV ge get geg öz gát] 

G 94 Ov 9W 91 9 92u ú 
KYZ ss LVWess gye öz Beeegyee aze gát] 7 


ahol x,y, z,... a független változók, u, v, w, . . . az ismeretlen függvények. 


5. Pl. CAaucHY— RIEMANHn-egyenletek : 


94 08 9. 9v 
9y 9x" 


Mint ismeretes, ezeket minden reguláris komplex függvény valós és képzetes. 
része kielégíti. Elektrosztatikai, hidrodinamikai stb. alkalmazásai igen jelentősek. t 


B] I". A fent letárgyalt két alapvető osztályzási szempont után most újabb. 
fontos osztályzási szempontokkal ismerkedünk meg. Ilyenek pl. a rendszám, a 
fokszám és a homogenitás stb. Lássuk ezeket egyenként! 


Definíció: A differenciálegyenlet rendszámát a benne előforduló 
legmagasabb rendű (közönséges, ill. parciális) derivált rendszáma határozza meg. 

Ilyen értelemben beszélünk első-, másod- és általában n-ed rendű differen- 
ciálegyenletről, 


6. Pl. pV — y — sin x: negyedrendű, 


92u 91 
——; — c? — tai s 2 ű. 
72 MLS, 0: másodrendű 
Az alkalmazásokban főleg első-, másodrendű, továbbá negyed- és olykor 
nyolcadrendű differenciálegyenletek játszanak fő szerepet. 


II". Fokszámról csak akkor beszélünk, ha a differenciálegyenlet az ismeret- 
len függvény és deriváltjai szempontjából (több változás) polinom alakú, vagy (véges 
számú racionális művelettel) ilyen. alakra hozható; máskülönben a fokszámot 
nem értelmezzük. 


Definíció: Az említett alakú differenciálegyenlet fokszámát az isme- 
retlen függvénynek és deriváltjainak egy tagban előforduló legmagasabb kitevőösszege 
határozza meg. 


X L. pl. a B. IV. kötetben! 
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Ilyen értelemben beszélünk elsőfokú vagy lineáris és magasabb fokú vagy 
nemlineáris differenciálegyenletről. , 
7. Pl. vgy -- xiősy? — 0: harmadfokú; 


914 911 9177 (x,y) 
Au — DO Y) . 
ü 0x 8 


özzgyi T gyi N : lineáris ; 


, l , B e v? í ri 
yö d 9 318 EZEL aA za 0 : lineáris; 


Ter — — f(x), vagy rendezve és hatványozva 
y "2 — ff(x)(13-y 9)? — 0: hatodfokú(!); 


y" — xysin y. — 0: nincs fokszáma. 


A linearitás a differenciálegyenleteknek rendkívül nagy horderejű, előnyös 
tulajdonsága! A lineáris differenciálegyenletek elmélete ugyanis — mint később 
látni fogjuk — viszonylag egyszerű, nem matematikusok számára is hozzáférhető 
s amellett gyakorlatilag lezártnak tekinthető. Ezzel szemben a nemlineáris dif- 
ferenciálegyenletek elmélete lényegesen bonyolultabb, fejlődése még napjainkban 
is folyik a szakirodalomban. Az alkalmazásokban ezért egyrészt ún. linearizálással 
(vagyis bizonyos egyszerűsítő feltevések mellett lineárissá váló differenciál- 
egyenlettel), másrészt közelítő módszerekkel igyekeznek áthidalni a nemlineari- 
tással együttjáró nehézségekett. Napjainkban — a természeti jelenségek és 
műszaki folyamatok, jelenségek magasabb igényű vizsgálatánál — egyre növek- 
szik a nemlineáris differenciálegyenletek jelentősége is. 

III", Szóljunk végül az (injhomogenitás fogalmáról! 

Definíció: A differenciálegvenletet akkor mondjuk humogén nak, ha (a 
jobb és bal oldal) minden egyes tagjában szerepel az ismeretlen függvény vagy 
valamelyik deriváltja Ellenkező esetben inhomwygén  differenciálegyenletről 
beszélünk. 

Szokás szerint az ismeretlen függvényt vagy deriváltjait tartalmazó tagokat 
a differenciálegyenlet bal oldalára, az esetleges többi, ún. zavaró tagot pedig a 
jobb oldalára rendezzük. Ily módon a homogén egyenlet jobb oidalára zérus, az in- 
homogén egyentetére pedig egy vagy több [csupán a független változó(k)tól függő] 
zavaró tag kerül. E helyzet szókásos megjelenési formája, nem pedig értel- 
mezése az (injhomogenitásnak! 


8. Pl. y" 4 xy -- ny — 0: homogén, 


9? 927 
—; — c2?— — 0: homogén; 
9x2 c 9t 0 Hz b 4 


$ Ezekről későbbi kötetben kívánunk szólni. 
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y" 3 xy -t ny — f(x): inhomogén, 


921 a 99u . 5 
CEE eat dé ae p(x, t): inhomogén. 


IV". A fenti (és más lehetséges) osztályzási szempontokat nem csak külön- 
külön, hanem együttesen is alkalmazzuk (mint a két alaposztályzási szempont- 
nál is tettük) még részletesebb osztályzásra, típusmegjelölésre. Nézzünk néhány 
példát erre, a későbbiekben tárgyalásra kerülő lineáris típusok közül! Ennek 
során néhány újabb s az eddigieknél szűkebb osztályzási szempontot is megemlí- 
tünk, szintén a későbbiek szem előtt tartásával, 

a) Közönséges lineáris elsőrendű homogén, ill. inhomogén differenciál- 
egyenlet (normálalakban) : 


L.[(y]) z y 4 p(x)y — K, Ji 
f(x 


b) Közönséges lineáris másodrendű homogén, ill. inhomogén differenciál- 
egyenlet (normálalakban) : 
0, 


f(0. 


c) Közönséges lineáris n-ed rendű homogén, ill. inhomogén differenciál- 
egyenletet (általános alakban): 


L.[y] s y" 1 p()y 1 a(x)y — 


L.[y] — pol; DuLyy? — pr(9gy" -k . . . 4 polhk)y" 7 pit9)y -- poly — Ca 5 


d) Közönséges lineáris másodrendű, állandó együtthatós homogén, ill. in- 


homogén differenciálegyenlet: 


0, 
y" Tt poy Tt goy — ú" ) 
X]. 


e) Közönséges lineáris másodrendű, reguláris együtthatós homogén differen- 
ciálegyenlet: 
y" (Pot pix Ft Pe? b. Jy Tt (90 t ax 4 ge. . )y — 0. 


f) Közönséges lineáris másodrendű, szinguláris együtthatós homogén dif- 
ferenciálegyenlet (ún. FucCHS-típusú) : 


ka ző e TRÉ 1- g.X -t- 0o.Xx? 9... 
pr B Pet FT yar? i di Fol pe; 
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g) Közönséges lineáris elsőrendű, állandó együtthatós homogén (!) diffe- 
renciálegyenlet-rendszer (két ismeretlen függvénnyel, normál alakban) : 


y — ay d a1gz 
Z — agy Tt azgz 


h) Parciális lineáris másodrendű, állandó együtthatós inhomogén differen- 
ciálegyenlet: 
9211 09271 931 9u 9u 
V", Hangsúlyozandó, hogy a fenti (és egyéb) lineáris differenciálegyenlet- 
típusokon belül további differenciálegyenlet-féleségeket lehet megkülönböztetni. 
Említsünk erre is néhány példát! 
fi) EULER-féle (másodrendű, homogén) differenciálegyenlet: 


nm pDo : do, 
JEA ee eg JAM 


fe) BESSEL-féle (másodrendű, homogén) differenciálegyenlet; 


h,) LAPLACE-egyenlet (kétdimenziós) : 


02 , 99u 
E get aa 


h,) Hullámegyenlet (egydimenziós) : 


92 Mi 
92 "7 9x" 


ha) Hővezetési egyenlet (egydimenziós) : 


Ezeket (és más egyéb) lineáris differenciálegyenlet-féleségeket később beha- 
tóan tanulmányozzuk majd, főleg (itt-ott az elnevezésből ts sejthető) műszaki 
alkalmazásukra való tekintettel, 

Ezzel a differenciálegyenletek alapfogalmait, osztályozásait tőbb vonalaiban 
áttekintettük. Tárgyaljuk most a közönséges differenciálegyenletek megoldásának 
mibenlétét, fajtáit, feltételeit, alakjait stb. 

A parciális differenciálegyenletek tárgyalása — mint ismeretes — soroza- 
tunk B. VIII. jelű kötetében olvasható, 
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c) Általános és al 1. Először is tisztázni kell a differenciálegyenlet 
dlnlláleetatág megoldásának fogalmát, mivel ez eltér a közönséges 
SZEMET (algebrai és transzcendens) egyenletekétől, 


Definíció: Egy (n-ed rendű) differenciálegyenletet megoldani annyit 
jelent, mint meghatározni olyan (n-szer folytonosan differenciálható ) függvényeket, 
a dijfferenciálegyenlet ún. megoldásait, amelyek deriváltjaikkal együtt 
azonosan (vagyis a független változó minden szóba jöhető értéke mellett) kielégítik 
a differenciálegyenletet, vagyis azt behelyettesítéssel azonossággá teszik. 

Jelekkel: 


F(xy.Y sss) 0 megoldása y — y(x), 
ha FIX, y(x) Y(X). . s YA] 5 0. 


A differenciálegyenletek elméletének alapfeladata éppen az összes lehetsé- 
ges megoldások keresése, sajátságaik vizsgálata. 


1. Pl. Az y" 7 4y — 0 díifferenciálegyenlet megoldása y, — cos 2x és 

Yy.— sin 2x ts, mert 
—4 cos 2x -- 4 cos 2x zs 0, illetve —4 sin 2x 3- 4 sin 2x — 0. 

A differenciálegyenlet megoldását általában (de korántsem mindig) integ- 
rálás útján eszközöljük. Ezért szokás a megoldások keresését a differenciál- 
egyenlet integrálásának, megoldásait pedig integráljainak nevezni. Nyilvánvaló, 
hogy most az integrál(ás) elnevezést az eredetinél tágabb értelemben használjuk, 
mert a lehető legegyszerűbb 


y—f(9, y—] ffrddx— 9(9tC—? 
régi teladaté helyett a sokkal bonyolultabb 
F(X 9 Vazze Ű, po (KC Csere Ca) sz § 
új feladat megoldását jelenti. 


II". A differenciálegyenletek egyik legjelentősebb sajátsága, hogy mindig 
végtelen sok megoldásuk, integráljuk van. Ez már a legegyszerűbb differenciál- 
egyenleteknél megfigyelhető! 


2. Pl. Az előbb említett y. — f(x) differenciálegyenlet y — g(x) -4- C meg- 
oldása a tetszőleges C additív állandóban különböző függvények egydimenziós 
kontinuumnyi számosságú (szokásos kifejezéssel: egyszeresen végteleri) soka- 
sága, 


3. Pl. Az y" — f(x) differenciálegyenlet 


y—] [D(09 — CI) dx — Ö(x) 4 Crx Ca 
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megoldása a tetszőleges C,x 3- C, lineáris tagban különböző függvények két- 
dimenziós kontinuumnyi számosságú (szokásos kifejezéssel; kétszeresen végte- 
len) sokasága. 

A differenciálegyenlet rendszámától és a megoldásában szereplő tetszőleges 
független állandók, ún. szabad paraméterek számától függően megkülönbözte- 
tünk általános és partikuláris megoldást. 

Mint később látni fogjuk, egy közönséges n-ed rendű differenciálégyenlet 
általános megoldása szabályszerűen n szabad paramétert, valamely 
partikuláris megoldása pedig legfeljebb n-1 szabad paramétert tar- 
talmaz (speciális esetben egyet sem). Az F(x, y, y, . . , y9) — 0 differenciál- 
egyenlet általános megoldása és partikuláris megoldásai tehát 


f(x, y, Ci 68 0 §.g Cn) mani 0, 11], Tal V: Cs; Ca; 6 6 0gs Cn-1) ea 0, ... 
. a s; fi(x. y, C1) — 0, f(x, y) —-— 0 


alakúak. Ily módon az általános megoldás a (paramétermentes, másként: egy- 
szerű) partikuláris megoldások n-szeresen végtelen sokaságának tekinthető. 

Az általános megoldás rendszerint a közönséges differenciálegyenlet összes 
partikuláris megoldásait felöleli; ilyenkor ezeket reguláris jelzővel illetjük." 
Ilyenkor az általános megoldás C,, C., . . . , Ca paraméterei közül legalább egy- 
nek, speciálisan mindnek az értékét alkalmasan megválasztva, belőle bármelyik 
partikuláris megoldást előállíthatjuk. 


3. Pl. Amint később látni fogjuk, az y" 3- y — 0 egyenlet általános meg- 
oldása y — C, cos x -- C, sin x, partikuláris megoldásai tehát pl. 


y7 Cocosx, Yu — Cosinx, vm — C, cosx — 3sinx  (egyparaméteresek), 
Ji ő5cosx, y,— —3sinx, yz— 5cosx — 3sinx  (paramétermentesek), 


III". A konkrét feladatnak megfelelő partikuláris megoldás kiválasztása, 
vagyis az általános megoldás paramétereinek alkalmas értékelése a feladat felté- 
telei (pl. ún, kezdeti vagy kerületi feltételek) alapján szokott megtörténni. Az ilyen 
feltételekről, valamint a nekik megfelelő partikuláris megoldás létezésének és 
egyetlenségének kérdéseiről később fogunk beszélni, 

Egy közönséges, n-ed rendű differenciálegyenlet (n paraméteres) általános 
megoldásának geometriailag egy ún. n paraméteres integrálgörbe-sereg felel meg 
(az x, y koordinátasíkon). A differenciálegyenlet és az általános megoldás tehát 
különböző, de egyenértékű kifejezési módjai ugyanezen geometriai tényeknek, 
Természetesen, a differenciálegyenlet inkább differenciálgeometriai (pl. érin- 


X A (nemlineáris) differenciálegyenletnek akad szinguláris, vagyis az általános 
megoldáson kívül eső partikuláris megoldása is (pl. a CLArRaurT-féle differenciálegyenletnél; 
1. a B. VII." kötetben). 
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tési, görbületi) szempontból jellemzi az integrálgörbe-sereget. sgyébként külön- 
böző p( — n — 1. n — 2, . . . , 2, 1) paraméteres rész-integrálgörbe-seregei vagy 
egyes (p — 0 paraméteres) integrálgörbéi nyilván a különféle partikuláris meg- 
oldások geometriai megfelelői. E geometriai vonatkozásokra később szintén 
visszatérünk. 


B] I Utalva az a) III" -beli első említésre, lássuk most, milyen típusú 
feltételek segitségével szoktuk — egyszerűbb esetekben — az 


F(XYYGY sss Y) 0 (19) 
közönséges n-ed rendű differenciálegyenlet (explicitnek feltételezett) 
v(x) si p(x, C Cas ... Ca) (1b) 


általános megoldásából (mint az egyszerű partikuláris megoldások n-szeresen 
végtelen sokaságából) a konkrét feladatnak megfelelő 


yo) — P(x, Cho Coo: s ez Cry) — 9o(x) (1c) 


partikuláris megoldást kiválasztani. 
E feltételek általában n számban és 


yvo(x) — ors yotx)] 2) 
(és [1 2 sz NET asx, Sb,x, F Xx,; KS 0 lass v—1ESn-7l) 
alakban jelentkeznek, vagyis a keresett y (x) partikuláris megoldásnak és egyes 
deriváltjainak bizonyos helyeken felveendő értékeire magukra (nem pedig vala- 
milyen, pl. lineáris kombinációjukra) szolgáltatnak összesen n darab számszerű 
előírást. Az igénybevett x; helyek és W/"? deriváltak m, ill, v; — 1 számától 


függően az alábbi két szélsőséges és egy közbeeső feltételtípust szoktuk megkü- 
lönböztetn1. 


II". TAYLOR-típusú feltételek (más néven: kezdeti feltételek) : 
y9(xy—y9 (k—O,L2...v—1—n—l1l; i—m-7l1), (3a) 
vagyis az x, helyen írják elő a keresett y (x) függvénynek és n — 1 első deriváltjá- 


nak értékét. 
Ugyanezen feltételek — tudvalevőleg — egy (n — 1)-ed fokú, 


Te) — EZ k— ax) (z TVJ (3b) 


alakú extrapoláló TAYLOR-polinomot határoznak meg az x, hely környezetében. 
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A (3a) feltételek geometriailag azt követelik, hogy az (1a) differenciálegyen- 
let keresett yo(x) integrálgörbéje az x, helyen (n — 1)-ed rendűen érintkezzék a 
T(x) parabolával (1. ábra). 


4. Pl. "3 y- 0; y(0 —lL y(0)— —4  — Mint az a) II-ban 
említettük, differenciálegyenletünk általános megoldása 
y(x) — C) cos x 4 C, sin x. 
Érvényesítsük a két kezdeti feltételt: 
y(0 —C :13-€C,:":0—1, ahonnan C)—I, 
y (0) — —C "03 CC, :1— —4, ahonnan C, — — 4. 


A keresett partikuláris megoldás tehát: 


V17 


1 
V17 


— VIT (cosa : cos x — sin a " sin x) — VIT cos (x -k a), 


ahol a — arc tg 4, 17 — 1? 3- (—4)3. 
Egyébként esetünkben — ellenőrizhetően — 


T(x) —1— 4x; T(0)—y(0 — 1, T(0) — y(0) — —4. 


III" LAGRANGE-típusú feltételek (két hely esetén — más néven — kerületi 
feltételek) : 


V(x)—y G—1I2....m—-n; kp—v — 0; xy bXxj) (ág) 


vagyis n különböző helyen írják elő a keresett y(x) függvény (mint nulladik. 
derivált) értékét. 
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Ezen adatok — tudvalevőleg — egy (a — 1)-ed fokú. 


a SIR AR) S Yi sz SS ge 
L(x) Haz 2 4 (x;) X — X; Hézii hesy d (x;) L(x) tik 2 (x) 


; (0 (Ab) 
469 — IT — xx) — ön Ax) — II Ce — 


alakú (egyenletű) interpoláló LAGRANGE-polinomot (parabolát) határoznak meg, 

A (4a) feltételek geometriailag azt követelik, hogy az (1a) differenciálegyen- 
let keresett y(x) integrálgörbéje az XI. X. . . . , Xn helyen nulladrendűen érint- 
kezzék (vagyis metsződjék) az L(x) parabolával (2. ábra). 


Csoda ak A velon kon kedztunmkenkuzandni 


xx 
f) 
gi 


5. Pl. y" 3- y —; y(0) — 0, y(x/2) — 2. — Érvényesítsük a két kerületi 
feltételt az (előbbivel azonos) általános megoldáson : 


y(00—C,"1-HC9.:0—0, ahonnan C,— 0, 


ylgJ- e 04Cs1—2 ahonnan C, WU 2. 
A keresett partikuláris megoldás tehát: 
yo(x) — 2 sin x. 


Egyébként esetünkben — ellenőrizhetően — 
4 V[/ IT 
Lt9— xi L(0) — y(0) — 0, L(5) Es v(8) sé 
IV" HERMITE-típusú feltételek (két hely esetén — más néven — szintén 


kerületi feltételek) : 
yo(x) - yi (5a) 
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It 


Í1—1,2,....m 2 n; k 50 1.seg la nel; a Új n; xy ax) 
; z] 


vagyis m (a n) különböző helyen írják elő a keresett vy(x) függvények és első 
néhány (az x; helyen v, — 1 számú) deriváltjának értékét, összesen n számban, 
E feltételek — tudvalevőleg — egy (n—1)-ed fokú, 


H(x) — PH ) 5 2 ls 


yo(x) I" fs w—ni Yo(x) 
H(o], tk— ate ZH: Tr tegg[ 


[H9 — Ni 40 — ÉT — ge Zum 60) 


alakú (egyenletű) inter- és extrapoláló HERMITE-polinomot (parabolát) határoz- 
nak mieg (3. dbra). 


Az (5a) feltételek geometriailag azt követelik, hogy az (1a) differenciál- 
egyenlet keresett yo(x) integrálgörbéje az Xx,, X2. . . . , Xm helyeken rendre v, — 1- 
ed, va — 1-ed, . . . , Vvn —1-ed rendűen érintkezzék a H(x) parabolával, 


6. Pl. y" -4- y — 0; y(0) — 0, y(z) — —3. — Feltételeink érvényesítése 
az ismert általános megoldáson: 


y(0) — €, : 1 3- C, : 0 — 0, ahonnan C, — 0, 
y (0) — —€, "0 -- C, : (—1) — —3, ahonnan C, — 3. 
A keresett partikuláris megoldás tehát 
yo(x) — 3 sin x. 
Egyébként esetünkben — ellenőrizhetően — 
H(x) — —3x; — H(0) —y(0)—0, H(x —y(ln— — 


[dt 
OC. 
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A feltételproblémával kapcsolatban tegyünk még néhány megjegyzést ! 

A fentebb említett extra- és interpolációs polinomok a későbbiekben (pl. 
a lineáris difterenciálegyenlet-rendszereknél) fontos szerepet játszanak, s bővebb 
tárgyalásukra majd kitérünk. 

Jegyezzük meg továbbá, hogy később a fentieknél általánosabb feltételekkel 
is találkozunk. Pl, a 4. §. a) y)-ban szó lesz . 


n—1 


2 (a xy9(a) h Bey (bdb)) — gi (6) 


U [y] 
[/— 1, 2,....n; aj, Bixk és g; adott számok] 


alakú lineáris kerületi feltételekről, amelyek láthatóan nem magukra a deriváltak 
kerületértékeire, hanem ezek bizonyos lineáris kombinációira adnak meg szám- 
szerű előírásokat. 

Végül hangsúlyozandó, hogy a TAYLOR-, LAGRANGE- és HERMITE-típusú 
feltételek fenti bemutatásánál egyelőre figyelmen kívül hagytuk azt a kérdést, 
hogy egyáltalán létezik-e az említett feltételeknek megfelelő partikuláris meg- 
oldása az (1a) differenciálegyenletnek, s ha igen, egyetlen-e, vagy több. Ezt a 
műszaki alkalmazások szempontjából is nagy jelentőségű egzisztencia- és uni- 
citásproblémát később tanulmányozzuk majd. 


YI 5. Az 2) II" -ban említettük már, hogy 
F(XYYY GY) 0 (7) 


közönséges differenciálegyenlet tanulmányozásakor az általános megoldás, mint 
n paraméteres függvény képletének (formulájának) megállapítását tekintjük alap- 
feladatnak, más szóval a differenciálegyenlet formális megoldására törekszünk. 
Ez a bennünket érdeklő esetekben túlnyomórészt sikerül, az esetek összességéhez 
képest azonban csak ritkán. 

A formálisan megoldható (7) alakú differenciálegyenleteknél az általános 
megoldás rendszetint csak az 


f(x, y; Cs Cs; 99.098 Ca) te. 0 (8) 
alakú implicit formulával adható meg, de számos tárgyalandó esetben a sokkal 


kedvezőbb, . 
y(x) izt p(x, C, C as ...g Ca) (9) 


alakú explicit formulával is előállítható. 
Explicit formális megoldhatóság esetén a (9) általános megoldás 
A) kedvező esetben 


y(x) — o(xT, sin x, ex, CL Co s ss Cn) (9a) 
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módon, vagyis elemi függvényekkel, zárt alakban (vagyis a négy alapművelet, a 
gyökvonás, az összetettfüggvény-képzés és az invertálás véges számú alkalmazásá- 
val) sikerül; 

B) gyakori esetben pedig 


yt) — g[/9ee, sin x, e) dx, Cs Cs... C, (95) 


módon, vagyis elemi függvények integrálját" tartalmazó, ún. kvadratúrás zárt 
alakban ; 
C) végül kedvezőtlen esetben pl. 


y(x) — x 2 e (90) 


módon, vagyis végtelen hatványsor alakjában. 


7. Pl. Amint láttuk, ill. látni fogjuk, 


az y" 1 w?yy — 0 differenciálegyenlet y — C, cos wx -- C, sin wx megol- 
dása A) alakú; 


x2 
az y" $xy — 0 differenciálegyenlet y — C Je? dx t- C, megoldása 

B) alakú; 
a (v — 0 paraméterű) BESSEL-féle y" -t a ytktyz-0 differenciálegyenlet 


yi(x) — 2 ka G) s ]J.b) 


partikuláris megoldása C) alakú. — 


II." Az összes esetek nagy részében, az általunk vizsgálandók kis részében 
a (7) differenciálegyenlet formális megoldása nem sikerül. Ilyenkor lép előtérbe 
a differenciálegyenlet ún. kvalitatív vizsgálata, Ez abban áll, hogy a (7) alapján 
a (9) megoldás analitikus, ill. a (9) integrálgörbe-sereg differenciálgeometriai 
tulajdonságait igyekszünk megállapítani minél nagyobb számban, a (9) formula 
tényleges előállítása nélkül. 

Néha olyankor is kvalitatív vizsgálatra szorítkozunk, amikor a formális 
megoldás ugyan lehetséges, de nagy nehézségekkel jár. 


III." Az előzőkben hallgatólagosan feltételeztük, hogy a (7) közönséges dif- 
ferenciálegyenletnek akár formális, akár kvalitatív tárgyalását pontos (preciztós) 
módszerekkel végezzük, 


kt Persze, elemi úton kiszámíthatatlan integrálokról van szó! 
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A valóságban azonban a (7) formális megoldásánál felbukkanó nehézségek 
(pl. nemlinearitás) gyakran kényszerítik az embert közelítő ( approximációs ) mód- 
szerek igénybevételére. Itt a legkülönbözőbb numerikus, grafikus, gépi és elektro- 
nikus módszerek jöhetnek szóba, Később igyekszünk ezekből is némi ízelítőt 
adni, annál is inkább, mert évről évre nő jelentőségük a műszaki gyakorlatban. 

Megfelelő közelítő módszerek a kvalitatív tárgyalásnál is alkalmazásra kerül- 
hetnek, ezekre azonban nincs lehetőségünk kitérni, 


d) Integrálgörbe- al A c) a) III. -ban már említést tettünk az 
sereg. Irány- 
mező és görbéi EFGGYY GY sss) 0 (1) 


közönséges n-ed rendű differenciálegyenletről és az n paraméteres 
Hx, Y, C Cor s ss Cn) 70 (2) 


általános megoldásáról mint az (x,y) síkbeli n paraméteres integrálgörbe-sereg 
egyenértékű (de más és más oldalú) jellemzőiről. 

Most tekintsük adottnak görbeseregünk (2) függvényét és állítsuk elő (1) 
differenciálegyenletét! Evégett differenciáljuk egymás után n-szer a (2) implicit 
függvényt, az alábbi módon: 


of of 92f 92f er y? of 77 AR 

ax gy aa T öxgp? Tal Tagi 7 
OT, 6 (n) — 
9xT He. et v? (3,1—38,n) 


Ha a (2)-ből és a (3,1—3,n)-ből, vagyis együttesen (n -- 1) összefüggésbő:, 
kiküszöböljük a C,, Co, . . s Cn paramétereket, akkor éppen görbeseregünk kere- 
sett (1) differenciálegyenletéhez utunk. A paraméterek kiküszöbölése, ami olykor 
már a (3,.1—3,72) differenciálások közepette megkezdhető, bizonyos találékony- 
ságot igényel. Ha a (2) és a (3,.1—3.n) függvények (az y-ra, ill. az y-re, . . ., 
yr-V.re nézve) explicitek, a fenti számítás rendszerint egyszerűsödik. 

Újra kiemeljük, hogy a differenciálegyenletből — némi gyakorlattal — a 
görbesereg érdekes differenciálgeometriai sajátságait (pl. az érintő, a görbületi 
kör szerkesztési utasítását) lehet kihámozni. 


1. Pl. y — Cox 3 Co: a sík összes egyeneseinek n — 2 paraméteres függ- 
vénye. — Kétszeri differenciálással nyerjük, hogy 


y - Cs y" — 0. 


Az utóbbi már egyenesseregünk (paramétermentes) másodrendű differenciál- 
egyenlete, 
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Geometriai tartalma: 


29 


: y z 0: 


R ar yjn7 


. 2. Pl. y— Cox" (m — 2, 3, . . .): m-ed fokú parabolasereg (n — 1 para- 
méteres). — Egyszeri differenciálással és a C) paraméter ügyes kiküszöbölésével 


zérus görbület. 


Cx y 7 
E . m—1 Feltsstl érd VE szt ESNE 
ya m: Cjoxm-m s E 5] 


módon nyerjük a parabolasereg elsőrendű differenciálegyenletét. 
Geometriai tartalma: az y ordinátával és az x abszcissza (célszerűen m-edik) 


y-ox? 


4. ábra 


m-edével, mint befogókkal szerkesztett derékszögű háromszög átfogója érintő 
irányú (sőt az érintőn fekszik). 
Az m — 2 speciális esetben (2. ábra) 


y—-Cuwx? és y 22 — 


3. Pl. y— Cx? Cox — Cox [s -- c) : másodfokú parabolasereg (n — 
1 
— 2 paraméteres). — Igazoljuk, hogy differenciálegyenlete : 
x2y" — 2xy 1-2y— 0  (EULEBR-típusú). 


B] I. Az alábbiakban a közönséges elsőrendű (explicit) differenciálegyenlet 
nevezetes differenciálgeömetriai telentését kívánjuk megvilágítani. 
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Legyen az 
y7-fey) [beyeT] (1) 
differenciálegyenletbeli f(x, y) függvény a T tartományban? egyértékűen értel- 
mezve. Ez esetben az (1) a T minden (x, y) pontjához egy-egy irányt rendel, 
nevezetesen a rajta áthaladó integrálgörbe ottani érintőjének y. — tg Tr — f(x, y) 
iránytangensét, amellyel megszerkeszthető az említett integrálgörbe ottani érin- 
tőleges vonaleleme. Ezzel előkészítést nyert az alábbi 


Dejtiníció: Az f(x, y) függvény T egyértelműségi tartománya, minden (x, y) 
pontjában egy-egy f(x,y) iránytangensű vonalelemmel ellátva, az (1) differenciál: 
egyenlet ún. iránymezejét képezi. Jele: T. 

Ezekután az (1) differenciálegyenletet megoldani — geometriailag — annyit 
tesz, mint az iránymezejébe belesimuló, ún. érintőgörbék megkeresése. Ezek 
éppen az integrálgörbék, hiszen ívelemeikből épül fel az iránymező. Következés- 
képpen az iránymező lehetővé teszi az integrálgörbék berajzolását, az (1) formális 
megoldása nélkül is. Az iránymező 1ly módon a kvalitatív vizsgálatnak is hasznos 
eszköze, s ezért megszerkesztésére érdemes kellő figyelmet fordítan: 


II." Gyakorlatilag természetesen nem lehet szó a teljes T" iránymező meg- 
rajzolásáról, ui. ez (2 dimenziós) kontinuum számosságú vonalelem megszer- 
kesztését igényelné. Csupán a T tartomány véges számú, diszkrét pontjában 
szoktuk a vonalelemeket ténylegesen meghúzni. Más szóval az összefüggő T" 
iránymezőt a gyakorlatban egy diszkrét T iránymezővel szoktuk helyettesíteni, 

Nem célszerű azonban a Ta iránymező vonalelem-hordozó pontjait ötlet- 
szerűen kiválasztani. Célravezetőbb e helyett — az (1) alapján — a T tartomány 
olyan jellegzetes görbéit megállapítani, amelyek pontjai által hordozott vonalele- 
mek, ill. érintők bizonyos kedv só szerkesztési sajátsággal rendelkeznek (pl. 
párhuzamosak, sugársort alkotnak stb). Természetesen, a gyakorlatban e g 
görbéket is csupán diszkrét szerkesztési pontjaikon át núzzuk meg, az ottani 
vonalelemekkel együtt, s eképpen valamilyen diszkrét T; iránymezőt nyerünk, 
Gyakorlati szempontból lényeges, hogy e jellegzetes görbék maguk is könnyen 
megrajzolhatók legyenek. 


III". Az ilyenfajta iránymező szerkesztésére gyakorta különösen alkalmasak 
az ún. izoklin görbék. 


Definíció: Az (1) differenciálegyenlet T" iránymezejében az adott irányú 
(vagyis állandó C, iránytangensű) vonalelemek hordozó pontjai az (1)-nek C, 
indexű izoklin görbéjét alkotják (hacsak f(x, y) — C, folytonos ] ; egyen- 


lete nyilván 
(y —)fx.y)— Co (AZC EB). (2a) 


00 Tudvalevőleg az x, y sík egy összefüggő (nyílt) ponthalmazát nevezzük tarto- 
mánynak. 
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A különböző C indexű izoklin görbék együttesen az (1) differenciálegyenlet 
(egyparaméteres) izoklin görbeseregét képezik ; egyenlete nyilván 


(W —)fiyy—C. (AZCSZB). (2b) 


Megjegyzendő, hogy a C, és C korlátozása csupán a valós (és nem képzetes) 
izoklin görbék nyerése érdekében szokott előfordulni. 


1. Pl. y — 19 — E differenciálegyenlet C indexű, vagyis C iránytan- 


gensű vonalelemeket hordozó izoklin görbéi 
x ] 
Üss 17 azaz y——GxX 


egyenletű, vagyis az oörigón átmenő és vonalelemeikre merőleges egyenesek. 
Pl. a C — —I, ill. 2 indexű izoklinek az y — x, 
ill. y.-— —x/2 egyenesek, 

Iránymezőnk nyilvánvalóvá teszi, hogy az 
integrálgörbék x? -4- y? — K? egyenletű, vagyis 
0 középpontú, tetszőleges sugarú körök. E kör- 
sereg differenciálegyenlete valóban az adott, 
lévén 


2x-H2yy —0, azaz yo: Mé 
2. Pl. y —1- x— v. — Ezesetben aC 
indexű izoklinek az y — x -- (1 — C) egyenesek ő. ábra 


(5. ábra). Pl.aC — 0, til. 1 iránytangensű vo- 
nalelemeket az y — x -t I, till, y — x egyenesek hordozzák. Az utóbbi — lát- 
hatóan — egyszersmind integrálgörbe is; ezt az ís bizonyítja, hogy az y — x 
függvény kielégíti a differenciálegyenletet, lévén 1 — i 4 x — x. 

[Az integrálgörbe-sereg bizonyára y — x — Ce-: egyenletű, mert differen- 
ciálegyenlete éppen y. — 1 4- Ce" -x—x—193- x— vil 

3. Pl. y — —xy. -- A C indexű izoklinek xy — —C egyenletű egyenlő- 
szárú hiperbolák. 


x 
pa 


IAz integrálgörbék y— Ce ? haranggörbék, lévén y — — Cxe. 
— — xy] 
4. Pl. Rajzoljuk meg az 


(1 — xy —1- xy 
differenciálegyenlet integrálgörbéit, az ún. extrémális és inflexiós görbe, vala- 


3 Közönséges differenciálegyenletek — 44 231/VII."" 
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mint az iránymező alapján. — Az izoklin görbesereg egyenlete nyilván 


(1—x9)C—- 17-i xy, azaz gt — Cx; 
a C — —1,0,1 indexű izoklin rendre 
2 2 — x l ; 
kázásző 4 x — — 7 s kJ (hiperbola), y — —x (egyenes). 
Az integrálgörbék tető- és mélypontjait hordozó ún. extrémális görbe az 
" z C — 0 indexű y — —1/x izoklinnel azonos, mert pontjaiban 
n  (4FX [ (y- xy) — x) TF 2x(1 Fax) 
y 1 — x? (1 — x3)? "I 
BENTRTE ZAÉRÉESÉRTNEÉBÉ e 
—1—x2 TATE) zdöbtá 


Az integrálgörbék inflexiós pontjait hordozó ún. inflexiós görbét, y" — 0 
sajátsága alapján, az 
l -4- xy l -- xy 


y t- xy TT AKET ET ÜT AKT a 


Rei: SZAR SZT STZ E aga 
egyenlet határozza meg, mert e görbe mentén 
nm (Y-EBXYY (4 3xy Ül — x2) -- 2x(y b 3xy) — 4(1-hxy) 
Kő TE Esz (1 — x3)2 (1 — x2)2 7 
4 4 ; 
EZ uszesszzsá őt sztsá gszés, VON [/szcisljd JEE sss esés ezet SAN ÜÓ 
3x(1 — x?) 79) (1 — x?)(1 -- 2x?) új 


A fent meghatározott (izoklin, extremális, inflexiós) görbék, valamint a 
segítségükkel jó közelítéssel mégrajzolható 


Call j integrálgörbék a 6. ábrán láthatók, 
1, Itxy 
1 177T-x2 IV". Az iránymező-szerkesztésnek ugyan- 
NT G 06 csak hasznos segédeszközei az ún. izopunktál 
S 6 görbék, 111. egyenesek. 
FX L/ . V2t Definíció: Az (1) differenciálegyenlet 
"A [/5 IX 8 T" iránymezejében valamely Co (é, n) centrumú 


13 Z X — sugársorrá meghosszabbítható vonalelemek hor- 


1 
gs [ A setal 8 9--jézz dozópontjai az (1)-nek egy g(x, y) — ka, egyen- 


A különböző k paraméterű izopunktát 
görbék az (1) differenciálegyenlet g(x, y) —k 
6. ábra egyenletű izopunktál-görbesere- 
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gét, a megfelelő C centrumok pedig § — §(k), n — n(k) egyenletrendszerű 
centrális görbéjét alkotják. 
A k, paraméterű izopunktál görbe valamely (x, y) pontjára illeszkedő sugár 


esze JO 271 , Vy) — 34 
MESS SZET; v)) ([g(x, y) — ko] (3a) 

iránytangensét összevetve az (1) differenciálegyenlet 

: — F( DG y) 
— f(x, v) z -—— x,y) 40 3b 
EEEN 9) [g(x, y) A 0] (30) 
alakjával, látható, hogy az utóbbi — az 

ez z BOSzRee 1 (3) 


x — [4 — ay) 
módon — az előbbi alakjára hozható, mégpedig 


. S(gy]— x— ag(xy), — mig v] — y — pe y) (4) 
megfeleltetéssel. Belátható, hogy a jobb oldalak általában többféleképpen állít- 
hatók elő a közös g(x, y) közvetítő függvénnyel képzett bal oldali összetett függ- 
vény alakjában. Ez geometriailag azt telenti, hogy egy rögzített C, centrumhoz 
rendszerint több, különböző alakú izopunktál görbe rendelhető hozzá. 

Ezek figyelembevételével célszerű minél egyszerűbb izopunktál görbék fel- 
vételére törekedni, Ha pl. g(x, y) z y/x — C egyenletű vagyis az origóra Soro- 
zott izopunktál sugársorral próbálkozunk, akkor ez — a (3a,b) szerint 


É ") - PGY) 
x—t([) ga, y) 


, 


y —-— 


(5) 


alakú differenciálegyenletet igényel. 
Ha, speciálisan, a C(ő, n) centrumok a végtelenbe esnek, akkor az (5) az 


(nulladfokú jobb oldalú) alakra egyszerűsödik, az y — Cx izopunktál egyenesek 
pedig y" — f(C) indexű izoklin egyenesekként jelennek meg. 


3" 
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Ha speciálisan a g(x, y) - y(x) — C izopunktál sugársor sorozópontja (az, 
origóból) pl. az y tengely mentén a végtelenbe tolódik, vagyis sugársorunk a g(x, y) - 
sz x — C párhuzamos izopunktál egyenesseregbe megy át, akkor az (5) diffe- 
renciálegyenlet az 


,  y— nt) 
Y Zé 


—p(x)y 1- g(x) (7) 


(lmeáris inhomogén) alakba megy át. 
Végül, ha speciálisan a C(8, n) centrumok is a végtelenbe tolódnak, akkor a 


(7) az 


x 10) 
j É(x) EX) 99 
y — im 220 — fám E) — 119 
E(x) 


lehető legegyszerűbb alakot ölt, az x — C izopunktálok pedig y — (fK(C) 
indexű izoklinekként szerepelnek. 


— xy? ; 
5. Pl. y —7. gy . — A (2-nek megfelelő alakja 


ahonnan az izopunktál görbesereg és a centrális görbe egyenlete 
xy — k, til. s SE k, TT. Ke; azaz ? -— ős 
(egyenlő szárú hiperbolák) (másodfokú parabola) (7. ábra). 


xy: 3 

MENNE TT mi, 

xy-1 -2 Oji 2 3 4 
xy 2 ; 
xy 3 : 1/ 
2 
-3 
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6. Pl. y -- JET Jesz A (7) szerint átrendezve, írható, hogy 


ahonnan az izopunktál-egyenessereg és a centrális görbe egyenlete 
xzk, il 0 €-Kk?), mak, azaz m-t. 
(az y tengellyel [] egyenesek) (másodfokú parabola) 


7. Pl. y — ; 7 . — A (6)-tal összevetve és 


módon átrendezve, megállapítható, hogy az 


14C . ERNE 
T-T€T indexű izoklinek, 

V." Az iránymező szerkesztésére még általánosabb és olykor előnyösen hasz- 
nálható módszerek is megoldhatók. Ilyen pl. az EGERVÁRY [5] által említett 
s konjugált burkolók módszere. " 


y -— Cxsugarak y — 


Definíció: Adott g(x, y) — k, görbéhez az (1) differenciálegyenlet által 
konjugált § — §(k, 0, n — n(ko9) burkolón a g(x,y) — ky görbe által 
hordozott vonalelemek meghosszabbításainak mint egyparaméteres egyenesseregnek 
a burkolóját" éttjük. 

Ha speciálisan, a burkoló végesbeli, il]. végtelenbeli ponttá zsugorodik, azaz, 


§ — €(k), n7 m(k), il 6 O(S, nm — 0.., 
akkor a g(x, y) — k, nyilván izopunktál, ill. izoklin görbe. 


e) Egzisztencia- aj I. A közönséges elsőrendű differenciálegyenlet 
és unicitás- iránymezejének d) 8)-beli bevezető tárgyalásánál kikö- 
problémák A 

töttük, hogy az 
y — f(xy) [(x, y) e 7) (1) 


differenciálegyenlet jobb oldalán álló f(x, y) függvény a T tartományban egy- 
értékű, következésképpen az (1) a T minden (x, y) pontjához (csupán) egy-egy 


$ L. pl. BascsaYv [2] 
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y zs tg x — f(x, y) ránytangensű vonalelemet rendel. Az ilyen iránymezőt 
közönséges, vagy egyszeres (egyértelmű) jelzővel illethetjük. 
Tekintsük most az 


y —tjxy) [eeyyeT;j— 1, 2... m,...] (2) 


differenciálegyenletet, jobb oldalán -a T-ben m-értékű függvénnyel (többnyire 
m — 2). Ez esetben a (2) a T tartomány bármely (x, y) pontjához m különböző 
y s.tgrt — f(x, y) iránytangensű vonalelemet rendel. Ilyenkor többszörös (több- 
értelmű), mégpedig m-szeres (m értelmű) iránymezőről beszélhetünk." 

Érthető, hogy az ilyen m-szeres iránymező érintőgörbéi együttesen m 
darab egyparaméteres integrálgörbe-sereget képeznek, hiszen ezek pontonként m 
vonaleleméből épül fel az iránymező. 


1. Pl. Azy — x -- Vx? 3 y? 3- 2 differenciálegyenlet — a két előjel foly- 
tán kétértékű jobb oldali függvény miatt — kétszeres vagy dupla iránymezőt 
határoz meg. Minden pontján két-két vonalelem s így két-két integrálgörbe 
halad át, együttesen két egyparaméteres integrálgörbe-sereget alkotva ($. ábra). 

Figyelemre méltó, hogy végtelen sokszoros iránymező (vagyis m 6 oo) is 
lehetséges. Ilyen pl. egy (korlátos, sima) periodikus görbe egyparaméteres érintő- 
egyenes-serege, amely egy-egy ponthoz végtelen sok, bár diszkrét hajlásszögű 
irányt rendel, (L. a köv. példát!) 


9. Pl. Írjuk fel az n — sin € görbe érintőegyenes-seregének égyparamé- 
téres függvényét, majd szerkesszük meg (paramétermentes) differenciálegyen- 
letét! — A O(É, sin €) görbeponthoz tartozó, (vV —) m — cos § iránytangensű 
(érintő) egyenes P(x, y) pontjait (9. ábra) az 


y—sinf— cost: (x— 8) 


£-paraméteres függvény írja le. 
Nyilvánvaló, hogy bármely P(xoVo) ponton 
végtelen sok ilyen egyenes halad át; ezek és a sinus- 


$ L. pl. Corrarz [6]. 
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görbe O(S;, sin €/). érintkezési pontjai és cos €) érintkezési iránytangensei az 
yo — sin €, — cos €(xo — 8) (Tsz 2essuzíisasó) 


transzcendens egyenletből határozhatók meg. 
Egyenesseregünk differenciálegyenletét a § paramétert kiküszöbölő, egy- 
szersmind az y-t bevezető 


cos £ — yv, sin € — 1 — y?, ő — arc cosy 
helyettesítéssel nyerjük, mégpedig 


y — VK —y? — y(x — arccos y) 
alakban. 

II". A műszaki fizikai alkalmazások szempontjából igen fontos lenne elég- 
séges feltételeket találni egy elsőrendű differenciálegyenlet megoldásának egyértelmű- 
ségére.? 

Ilyen feltételeket keresve, ésszerűnek látszik megkövetelni, hogy az (1) dif- 
ferenciálegyenlet f(x, y) —.y" irányfüggvénye egyértékű és folytonos legyen. Saj-. 
nos, ez nem elégséges feltétel, mint az alábbi példa mutatja. 

3. Pl. Vizsgáljuk az y — (x — c)? egyparaméteres köbös parabolaserég 
differenciálegyenletét! — Differenciálással és kiküszöböléssel nyerhető, hogy 


3 
y — 3(x — c)2, y — 3(/y)? — 3y?? — f(x, y). 


Az y — 3y"" irányfüggvény nyilván egyértékű és folytonos. Ennek ellenére az 
x tengely minden pontján végtelen sok integrálgörbe halad át. Pl. az O(0, 0) 
origón átmegy az y — x? parabola, az py — 0 egyenes. (az x tengely), továbbá 
minden a ( 5 0)-hoz tartozó 


0, ha 0£xáZa (x tengelydarabok) 
I (x — ay, hhxsza (felső parabolaágak) 


kombinált görbe (10. ábra). A szóban forgó függvények mind kielégítik a dif- 
ferenciálegyenletet, s amellett az O origóhoz — egyetlen integrálgörbe helyett — 
egy integrálgörbe-tölcsért rendelnek (a 10. ábrán vonalkázva). — 

Megállapítható tehát, hogy egyértékű és folytonos irányfüggvénynél is lehet- 
séges egy ponton több (akár végtelen sok) integrálgörbe áthaladása, vagy másként: 
egy pontból több integrálgörbe elágazása. Vajon mi lehet az oka e , szokatlan" 
jelenségnek ? 

III". Az egyértelműség megszűnésének fentebb észlelt jelenségét az okozta, 
hogy az ottani y" — f(x, y) irányfüggvény ,, túl gyorsan változott" . 


y —-— 


t COLLATZ [6]. 
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my 


SS 


7 Cm-4 / c-6 ; 


Meg fogjuk mutatni, hogy valamely egyértékű, folytonos y — f(x, y) 
[(x, y) e T] irányfüggvény (iránymező) a megoldás egyértelműségét is biztosítja, 
ha a of/dy parciális derivált a T-ben korlátos marad, pontosabban, ha található 
egy olyan k Lipscnirz-konstans, amelyet a T-ben az [ 9f/dy] nem múl felül, 
vagyis ha 


HL al al [x y) eTI 8) 


Ez az ún. Lirscnirz-feltétel erősebb alakja. 

Az előbbi követelmény, mint látni fogjuk, még némileg gyengítve is elég- 
séges marad. Nevezetesen, a O9f/dy s tgT parciális differenciálhányadost 
(érintő iránytangenst) a 4f/dy z tg ő differenciálhányadossal (szelő iránytan- 
genssel) helyettesíthetjük, rögzített x mellett (17. ábra), vagyis elég azt meg- 
követelni, hogy 

: Af ! 


mt. 
e — tf sa— 


[di 


lee étlt ak legyen I(x, y), (x, yh)e T]. (4) 
HESS 


xz CoOnst 


11. ábra 
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Ez az ún. LipscHIrTz-feltétel gyengébb alakja. Ennek értelmében, egy yvy" — f(x, y) 
irányfüggvény valamely T-ben akkor elégíti ki a LIPSCHITZ-feltételt, ha a T 
minden (x, y) és (x, y") pontjára teljesül a (4) egyenlőtlenség. 

Ami a LipPscnirz-feltétel két említett alakjának használhatóságát illeti, 
az erősebbik könnyebben kezelhető (ott ahol 9f/őyv egyáltalán létezik), de az 
irányfüggvénnyel szemben (az elégségesnély nagyobb követelményt támaszt, s 
ezért nemleges jelzés ésetén még rendszerint ellenőrzésre szorul. A gyengébbik 
alak kezelése nehézkesebb, viszont majd mindenütt alkalmazható, még hozzá: 
többletkövetelmény nélkül. 

Vizsgáljuk meg most — az elmondottak fényében — a 3. példában észlelt 
többértelműségi jelenséget! 


4. Pl. Amint láttuk, az y — (x — c)? egyparaméteres függvényű görbe- 
sereg differenciálegyenlete — jobb oldalán az 
irányfüggvénnyel — ez: 


y — fe,y) 5 3y5. 
Esetünkben a Lrrscnirz-feltétel mindkét alak- 
jában alkalmazható... 
Vizsgálva a 9f/őy parciális differenciálhá- 
ök kitűnik, hogy (12. ábra) 


i 2/3 
9 0y 


NT 12. ábra 


vagyis az x tengely(y 50) mentén megszűnik a 
19f/őy] korlátossága, k.LrpscnirTz-korlát ott nem található, vagyis ott az erősebb 
feltétel nem teljesül, 

Vizsgálva most a 4f/dy parciális differenciálhányadost, célszerűen yt — 
választással, azt találjuk, hogy 


af] [f(x — ft 0)!  ]3y82—0I 38 
Era egen ai y—0 -mjgee ha y S 0, 


vagyis az x tengely mentén a gyengébb feltétel sem teljesül. 
A LirscniTz-feltétel teljesülésének megszűnése okozta tehát az x tengely 
pontjaiban az észlelt elágazási vagy tölcsérjelenséget, 


5. Pl. Vizsgáljuk az y" — f(x, y) 5 ly] differenciálegyenletet az egyértelmű 
megoldhatóság szempontjából. — Ez esetben az integrálgörbék 


y-0  y-lC]e és y-—-—]C]es 
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egyenletűek (13. ábra). Látható, hogy az x tengely bármely pontját ugyan vég- 
telen sok integrálgörbe közelíti meg (tetszőleges pontossággal), de egzakt pon- 
tossággal csak egyetlen egy (ti. az y — 0 egyenletű x tengely) halad át rajta (13. 
ábra). 
Hogyan jelzik e körülményt a LiPscHirz-feltételek? A 9f/dy magán az 
y — 0 helyen nincs értelmezve (csak jobb és bal oldali deriváltról lehet ott 
beszélni), s így az erősebb feltétel nem is teljesülhet. Ezzel szemben a /fjdy 
bármely szakaszon értelmezve van, és nyilván- 
valóan bármelyiken 
E; EE [A 52 kel ÉL ÁE 


s1 


——e 


4y y — yt 


pe 
1Vy (akár py" — 0 és y 5 0-nál is, amikor [df/dy]— 
c 1), vagyis a gyengébb feltétel a , gyanús" x 
13. ábra tengelyen is teljesül, összhangban az integrálgör- 
bék említett viselkedésével. 
Példánk jól szemlélteti a gyengébb feltétel megbízhatóságát olyankor, midőn 
az erősebbik csődöt mond. 


RB] I". Ezek után az alábbiakban — az egzisztencia- és unicitási tétel további 
előkészítéseként — bemutatjuk az 


y — f(x y) y(x) — 9, (5a, b) 


alakú kezdetiérték-feladat megoldására szolgáló PicaARD-féle sorozatos közelítési 
módszert (iterációt). 

Ez az eljárás elméleti és gyakorlati szempontból egyaránt igen figyelemre 
méltó. Segítségével elméletileg be lehet bizonyítani az (5a, b) feladat egy megoldá- 
sának létezését — egyáltalában és egyértelműségét — a LiPpscnITz-feltétel telje- 
sülése mellett. Emellett eljárásunk gyakorlatilag ií5 keresztülvihető numerikus 
közelítő módszert ad — a közönséges egyenletek iterációs megoldásának általá- 
nosításaként — az (5a) differenciálegyenlet (55) feltételt kielégítő megoldásának 
megszerkesztésére, sőt alapul szolgál az (5a, bb RuwxGE-féle grafikus integrálásá- 
hoz.§t I 

PicARD eljárása — különösebb nehézség nélkül — kiterjeszthető elsőrendű 
differenciálegyenlet-rendszerek kezdetiérték-feladatának megoldására, sőt ezen 
keresztül magasabbrendű differenciálegyenletekére is," amely körülmény még 
tovább fokozza az eljárás jelentőségét. 


$ L. a y)-ban! 
tt L. Pl. Corrarz [6]. 
kk L. a y)-ban! 


g€) EGZISZTENCIA- ÉS UNICITÁSPROBLÉMÁK 43 


A PicaRD-féle iteráció egy önkényesen választott y.(x) (kezdeti) függvényből 
kundulva egy yi(x); Yyo(x); . . .; Va(x) függvénysorozatot képez, amelynek egy- 
értelműen a keresett y(x) megoldáshoz kell konvergálnia, Az iteráció egyértelmű 
konvergenciájának feltételeit — a későbbi igazolásra utalva — most csak megem- 
lítjük; 

az lx—x láza 1y— yb tartományban 
f(x, y) folytonos I f(x, yy IE M korláttal és (6a—d) 


If(x,y) —feyYdl Ek: 1y — gő] (LIPSCHITZ); 


y(x) létezik és egyértelmű, ha ] x — xo ] E Min [e ma) . 


II". Ezek után lássuk, majd alkalmazzuk a PicaRD-eljárást! Tegyük fel, 
hogy létezik olyan y(x) függvény, amely az (5a) differenciálegyenletet és az (5b) 
kezdeti feltételt egyaránt kielégíti. Behelyettesítve ezt az (5a)-ba, majd az így 
nyert 


y(x) — flx,y()] (7a) 


azonosságot az (Xg, x) szakaszon az (5b) számbavételével integrálva, az ismeretlen 
függvény 


x 


y() — yo JE. x(01 dő — Ply(9] (7b) 


Xo 


előállítását kapjuk. Érdekessége, hogy a jobb oldali P függvénytranszformáció 
az y(x) függvényt önmagába (a bal oldali függvénybe) viszi át, más szóval az 
(Sa, b)-t kielégítő y(x) függvény invariáns a (7b)-beli P függvénytranszformáció- 
val szemben. 

A (1b) összefüggés — az y(x) ismeretének hiányában — érdektelennek lát- 
szik, pedig éppen ez szolgál alapul a PicaRD-féle iterációhoz. Ha ugyanis — az 
ismeretlen y(x) helyett — valamilyen folytonos 


y — yo(x) [Vo(x0) — yo] (8,0) 


kezdeti függvényre [jobb híján az y (x) z y, konstans függvényre] alkalmazzuk 
a (75) tobb oldali P transzformációt, akkor egy, az y(x)-től rendszerint eltérő, 
folytonos 


yi) — yo ) fTE, v(8)1 dő — PLyo9] (8.1) 


Xa 


első közelítést kapunk, vagyis ez általában nem elégíti ki az (5a)-t [de az (5b)-t 
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igen!]. Csakis akkor lehet v(x) - v(x), ha yi(x) — yo(x), mert a P csupán az 
(őa, b) megoldását transzformálja ün :.agába; ez azonban ritka eset. 
Most az ypi(x)-re alkalmazva a P transzformációt, az ugyancsak folytonos 


yo(x) — yo [/(E 71(D) dé — PLyi(9] (8,2) 


második közelítést nyerjük, majd pedig — az eljárást ismételve — az i-edik 
transzformáció eredményeként a szintén folytonos 


yj(x) — y-t [AE y:-1(5) d§ zs Ply;. (x)] (8,i) 


Xo 


i-edik közelítészez vutunk. A (8.i) egyébként eljárásunk általános, ún. rekurzív 
formulája. Ezt mindaddig alkalmazzuk, amíg valamely i— n lépésnél faz 
y(x) — Ply(x)] pontos egyezés helyett; a kielégítő pontosságú 


Yn-1(x) s yn(x) — y, [JE 9n-1(99] d§ — Plyn-1(9] (8,n) 


Xn 


közelítő egyezés be nem következik. 

Az iteráció során nyert függvények mind folytonosak és valamennyien kielé- 
gítik az (5b) kezdeti feltételt. Ha emellett még sorozatunk egyenletesen egy 
(bizonyára hasonló tulajdonságú) y(x) határfüggvényhez is tart, akkor ez nyilván 
egy (de esetleg nem az egyetlen) keresett megoldás. 

Amint látni fogjuk, a (6a—d) feltételek teljesülése esetén egy és csakis egy 
ilyen y(x) határfüggvény létezik, mint az (5a, b) kezdetiérték-feladat egyértelmű 
megoldása. Megmutatható, hogy ezt az n-edik közelítés 


mM zo kilx — xli 
17(2) — val EE Sgt 9) 


abszolút hibakorláttal szolgáltatja. 

Végül tegyünk még egy-két megjegyzést, iterációnk gyakorlati alkalmazásá- 
val kapcsolatban! Amikor a (8, i) rekurziót (5a, b) alakú kezdetiérték-feladatok 
numerikus (közelítő) számítására használjuk, ésszerű (szükség vagy könnyebbség 
esetén) a (8, i) jobb oldalán kijelölt integrálásokat is valamelyik közelítő módszer- 
rel (pl. a jól ismert SimPson-szabállyal) elvégezni. 


6. Pl. Oldjuk meg PIcARD-iterációval az 


y 7 y, y(0) — y 
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kezdetiérték-feladatot! — Válasszuk kezdeti függvénynek az yo (x) — y-t, majd 
számítsuk ki — a (8, i) rekurzív formula segítségével — az első, második, harma- 
dik, . . ., n-edik közelítést eképpen: 


x 


Plyo(9] yo TH Jyodő — yo - yox — yo(1 4 x) — yi(x), 
0 


PLy:(9] 7 70 [7010 dE— 14 x4 5 — val, 
; 


6..f és x2  x? 
PLyl9] 5 Jot fd 48 5 Jt —z[1-4-x-b 545] 700, 


KK HNK KC HK NK NK SK EC EK NK EC NK E EK ENC ENE EK NK ENK K EK SK E NK SK EK RK SK SRE KC RK SK EK RK NK RK EK SK RK SK KK RK SK SK E SK NK EK EK NK SK NK SK E NK SK EK I 


n 


I ; tn—1 LXx 
Plyn-1(x)1 z Yo 1 foi tő TESTS szi d§ — Vo ZiT ki yn(). 
0 


Az yn(x) — láthatóan — nem egyéb, mint az y(x) — ye: függvény T(x) TAYLOR- 
polinomja, amely — tudvalevőleg — n 6 os esetén bármely ix! E R zárt sza- 
kaszon, egyenletesen az említett függvényhez konvergál. Kezdetiérték-felada- 
tunk megoldása tehát: y(x) — ye. Ellenőrzés: y(0—ydWVdn-p:1—yn 
y — ye — y, tehát a megoldás valóban helyes. 

7. Pl. y — xy, y(0) — 1. — Kezdeti függvény pl.: vy(x) z 1. Sorozatos 
közelítés : 


Pu9-14 [1 £dő—1-k 27109, 


meste 2] 8d£—14 
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Ellenőrzés: 
dy J ye j; ú x2 teti 
sz 7 ssszezá 22 —e— v ESR EB ize, ásó pé 7 — 2 
dx § mdx,. dáps0 7 0; psset; 
! U 


8. Pl. y — y-t sin x, y(0) — 0. — Megoldása: 
gláe) zz ö (er — sin x — cos x). Igazoljuk az eredményt az yo(x) — s kezdeti 
függvényből kiindulva iterációval! 

9. Pl. Igazoljuk iterációval, hogy azy. — —x?y, y(0) — 1 feladat megoldása; 
y(9) —e 3, 


YI I. Az előzőkben elvégeztük az egziszténcia- és unicitástétel tanulmányo- 
zásához szükséges előkészületeket, különös tekintettel a LrpscnirTz-feltételekre 
és a PICARD-iteracióra. Most tehát bozzáláthatunk tételünk megfogalmazásához, 
igazolásához és alkalmazásához. Mint észlelni fogjuk, az (5a, b) feladat megoldá- 
sának létezéséhez elegendő az f(x, y) folytonossága s így korlátossága, egyértel- 
műségéhez azonban több kell, pl. a (4) LiPscnirz-feltétel teljesülése (bizonyos 
zárt tartományban). 


Ezek után így szól a nagy jelentőségű egzisztencia- és unicitástétel, 
Tétet: Legyen adva az 
y — [xy y(x) — 9 (10a, b) 

kezdetiérték-feladat. Amennyiben valamely 

T: Ix—x]£a  ]y—uyIl2Db zárt tartományban (10c) 

az f(x, y) folytonos, s így I f(x, y) I] E M módon korlátos is, (10d) 

továbbá az y-ra nézve, valamely pozitív k-val teljesíti 

a T-ben az If(x,y) — f(x,yPY) Il ékly — yt] Lipscnirz-feltételt, (10e) 
akkor a (10a, b) feladatnak, egyetlen megoldása létezik, mégpedig 


3 b ; ú 
az lx — x ] E h — Min [e 7. szakaszon értelmezett és folytonos 


y(x) függvény, ún. reguláris megoldás, (10f) 


A hozzá egyenletesen konvergáló y(x) függvénysorozatot a PicaRD-féle iteráció 
szolgáltatja. 
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II". Először a megoldás létezését bizonyítjuk!" — Mint a 8)-ban láttuk, a 
(10a, b) kezdetiérték-feladat egyenértékű a (75) alatt már említett 


x 


y(x) — yo JE, y(2)] de (119) 


integrálegyenlettel, s ez pedig megoldható a (8,0—8,1—8.n) alatt ismertetett 


x 


y(d— yot JAEy-(D]d§ (1—12,...,n) 


PicARD-féle sorozatos közelítéssel, célszerűen az y (x) - ya konstans kezdeti függ- 
vényből kiindulva. Megjegyezzük egyébként, hogy a (10d) szerinti I y ] j 
— If(x,.y) I E M korlátozás értelmében minden y(x) megoldás és y.(x) közelí- 
tés görbéjének a P(x Vo) csúcspontú I p] — ő — arctg M szögtartományban 
kell maradnia, 

Tekintsük most két egymást követő közelítés 


y(x) — 9 1(x) — [ UTE y.1(8)] — JE, 31 2(€)T) de (11) 


Xo 


különbségének alábbi becslését, a (10e) LiPscniTz-feltétel közbenső felhasználá- 
sával (x — xo-ra): 


öj(x) z I9i(x) — 9. 19] — Je 9-1) — (E 912] d - (12a). 


A] IE y.) — (E, yi JIdE E k [171 — ima] dő — kf ő. (8) d. 
Xg 


Xo 


Ezzel — a ö(x) becsléséből kiindulva — az alábbi ő((x)-sorozat nyerhető: 


öj(x) 5 Iyi() — 90] — E de c [If yo) Idő - M]x — xol, (12b) 
38 Xe 
3) Ek J 8.(£) dE — kM f (E — x) td — mlm el, 
Xo Xg 


$ L. Corrarznál [6], két elsőrendű differenciálcgyenlet rendszerére. 
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x E Xxo-ra és x a xp-ra egyaránt érvényesen. Ebből már felismerhető és fel- 
Jes indukcióval ellenőrizhető a ö(x)-ek képzési törvénye: 


8.(x) z Mki—i sel ; 


TE lzszdt a MLS 


Gá nr ? 


öl) Ek J ö (Ej dE — sei (8 — xo)! dE — Mi 
Xan Xa 
most már minden i (— I, 2, . . ., n, . . ))-re, valamint x — xy és x 2 xo-ra egy- 
aránt érvényesen. 
Ellenőrizzük most az yn(x) részletösszegű és várhatólag az y(x) megoldást 
nyújtó 
RG) — 99 t (41 — 99) Tt . . . 4 (91 — Yn-1) HF Wnt1 — 9) t . 

- Yan t (9ny1 — Jn) t-t. (13a) 
végtelen sort konvergencia szempontjából. Sorunk egyrészt abszolút konvergens, 
mert az IR(x) I — több tépés után, az [x — x ] E h szakaszon kh — 7 jelöléssel 
— egy, minden §-ra konvergens sorral majorálható eképpen: 

IRC)1 — 199 - (1 — 99... (9 — Yan) te] 

Elyol Tt 191 — golt. t]I9yn—gYnuil Fe — 
— lyol ő1(x) th... ön) h...£ 

zt Fű TE tons MEN v-kT(—1. (130) 
Másrészt egyenletes 15 az regi konvergencia, mert az x-től független (M/Kk) " €ifi! 
majoráns tagokat alkalmaztunk. 

Az egyenletes konvergencia folytán R(x) folytonos, és az n — co határát- 

menet felcserélhető az integrálással; ily módon az R(x) határfüggvény kielégíti 
a (11a)-val azonos 


RG) — lim ya(x) — yo -k Hím (TE, yn1(€J-dé — yo 4 [TE R(EJJdE (130) 

az integrálegyenlet s vele együtt — az integrálandó folytonossága s így R(x) 
differenciálhatósága folytán — a (10a, b)-vel azonos 

R" — Jax, R), R(xo) — yo (13d) 


kezdetiérték-feladatot. Az R(x) határfüggvény tehát valóban a (10a, b) feladat 
egy y(x) megoldásával azonos. Ezzel kezdetiérték-feladatunk megoldásának léte- 
zése igazolást nyert. 
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III". Térjünk át most a (fentebb nyert) megoldás egyértelműségének 
igazolására! — E célból megmutatjuk, hogy egy másik, az előbbitől eltérő 
9(x) megoldás feltevése ellentmondásra vezet. (Az egyszerűség kedvéért csupán 
x z xo-lal dolgozunk.) 

Álljon fenn tehát az 


y(x) s fix. y(x)] és az y(x) 5 fix, y(a)] (14a) 
azonosság, feltéve, hogy 
y(x) Ay0), azaz m(x) — y(x) — yh) A 0. (14b) 


Ekkor nyilván 
ny) s yt) —y() 5 fix. yb)] — fix. 09], (14c) 


integrálással pedig 


x 


n() — [TE y(£)] — FE, (ET) de. (14) 


Xn 


A fentiekhez hasonlóan, az abszolút értékek és a LiPscHniTz-feltétel alkalmazásá- 
val írható (x — xg-ra), hogy 


59) E Indi z (f UE, y) — AE DJ1dE[ [188 — (E 9) dt z 
j j (15a) 
kf ly($) — 9(DIdé— k Jim($)idé E kJ ö(£) de 


Ha valamely x, Ex 6 ox, 1 A ax, th) szakaszon Max ö(x) — ö(x,) — 
— D(E 0), akkor az előbbi integrálra a 


x xoth" 
öl) Ek) öld dézk [ 5(£) d£ E kDh (150) 


becslés adható meg. Ez az (xo, Xxo 1- h?) szakaszon minden x-re, így az Xm-re 15 


igaz, tehát a 
D E kh?"D (150) 


egyenlőtlenség is fennáll, mégpedig tetszőleges ht ( CT h) mellett. Egyenlőségről 
nyilván csak a 


D z Max ö(x — 0, azaz őéflxy sl]mn9]zs0 
vagy  n(x) z yo) — 9) 0 (15d) 


1 Közönséges differenciálegyenletek — 44 231/VII."? 
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esetben beszélhetünk; más esetben tetszőleges kh? mellett (pl. kht — 1-nél sőt 
akár kht — 1/2-nél 15) a 


D ca kh?D (tehát pl. D € D, sőt D-z D/2) (15e) 


egyenlőtlenségnek kellene teljesülnie, ami azonban nyilvánvaló ellentmondás. 
Mivel az ix — x 1] E h szakasz véges számú, Ah? hosszúságú részszakasszal 
lefedhető, ily módon a megoldás egyértelműsége az egész, 2h hosszúságú sza- 
kaszra érvényes. 

Ezzel a (10 a —f) teljes egészében igazolást nyert." 


IV", Foglalkozzunk ezután az egzisztencia- és unicitástétel általánosításával, 
nevezetesen érvényének elsőrendű differenciálegyenlet-rendszerekre s ezen 
keresztül magasabb rendű differenciálegyenletekre való kiterjesztésével, 

Két elsőrendű differenciálegyenlet rendszerére eképpen hangzik a 


Tétel: Az 
y — f(x, y, 2) 3 y(xo) — yo (16a, b) 
z — g(x,y, 2) Z(xo) — 29 
kezdetiérték-feladatnak egy és csak egy megoldásrendszere létezik, amennyiben 
valamely 
T: Jx—x láza 1Iy—3y1l£b, Iz— zol Eb tartományban (16c) 
f(x, y, 2) és g(x,y, 2) folytonos, If(x, y, 2) I; Ig(x.y.2)] E M korláttal, (16d) 


továbbá az y-ra és a z-re nézve.a T-ben teljesülnek az 


[f(x y, 2) — fx.yt zi Ek(ly—ytl4]z—z]) 


LiPscnHITz-feltételek ; 
Ig(x, y, 2) — x(x, yt, 22) I Ek(ly—ytlt1lz— zt] 


(162) 
mégpedig a megoldásrendszer 


az 1x— x1]Eh—-— Min [e ma) szakaszon folytonos y(x) és z(x) (16f) 


függvénypár, amely a hozzá egyenletesen konvergáló PicaARD-féle iterációval állít- 
ható elő. 

A tétel igazolásának részletezését itt mellőzhetjük, mert az mindkét részében 
a II"--III" vonalán haladtt, Elegendő megjegyeznünk, hogy ez esetben az első 


t Megjegyzendő, hogy az unicitás LrpsonIrTz-feltételét nem teljesítő megoldást 
szingulárisnak mondjuk. 
$t L. részletesen Corrarz [6]. 
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részben 
ö(x) — Iyi(x) — 9 1(x) I - I z(x) — z;. (9 


ö(x) E 2k ő; (E) de, (17a, b) 


Xp 


je EEG [E M (2k [x — xo])" . 
0 (x) S 2M(2k)T! TEA) lÉGG ÉG NOSE: Gázt 


2k ]Ix — x] E 2kh — vy, 


(17c—f) 
R(x) — yo t 2 (Yi — 1-1: S(x) — 29 -k 2 (Z, — Z;. )); 
a második részben pedig 
ö(x) — Intol - [EI — Iy(x) — 39] A Iz(x) — 29] E 
 2k [ ö(£) dE — 2khtD. (17g) 


Xo 


V". Fogalmazzuk meg most az egzisztencia- és unicitástételt n elsőrendű 
differenciálegyenlet rendszerére. 
Tétel: Az 


Yi — ÍCGYa er e Ygyy e eV Ig69 Yo 47-12... s)  (18a,b) 


kezdetiérték-feladatnak egy és csak egy megoldásrendszere létezik, amennyiben 
valamely 


T: ]x—x] Ea, ly —ygl]£b tartományban (18c) 


T(x. Ya)" - es yes) folytonos, If (xs Ya. s xy] E M korláttal, (18d) 


továbbá az ygyy-kre nézve a T-ben teljesülnek az 


T(x IL e es Ysy) 55 IGY) .. 99 yi Ek: (IVa —yÓ] ja a Ét azta Is) s yo 


(182) 
LiPpscHnIirz-feltételek ; mégpedig a megoldásrendszer 
az lx— x] E h—-— Min [2 I) szakaszon folytonos 
Ya(2), : . sz Ysy(x) (18f) 


függvényrendszer, amely a PicaRD-féle iterációval nyerhető. 
A tétel igazolása teljesen analóg a II"—III"-belivel, a IV"-beli megjegyzések 
figyelembevétele mellett. 


8 bg 
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VI". Végezetül terjesszük ki az egzisztencia- és unicitástétel érvényét az 


ya — f(x, y YT) (19a) 


alakú (explicit) magasabb rendű differenciálegyenletekre. 
Ez látszólag új, önálló feladat. A (19a) differenciálegyenlet azonban az 


y—-yal9 V —Yo(x 5 Y — Yz(2) YT — vn(x) — (190) 
helyettesítésekkel az 


Y1 7 YVoy X.2) — Xay NMN3)— Watt Xn-1) — YWYn) 
(19c) 


Y.n) — yon s x, Jay Y2y Y(3j rt ts Yyn)) 


elsőrendű differenciálegyenlet-rendszerre írható át. Ennélfogva a (19a) diffe- 
renciálegyenletre vonatkozó egziíisztencia- és unicitástétel az elsőrendű differen- 
ciálegyenlet-rendszerrel kapcsolatos (18a—f) tételnek a (19c)-re mint speciális 
esetre való alkalmazásaként fogható fel. Elegendő lesz tehát a tétel megfogalma- 
zására szorítkozni. 


Tétel: Az 
yo — TX YI GY e YT Ya) — 4" (k— 0, 1, 2, ..., n— 1) (20a, b) 
kezdetiérték-feladatnak egy és csak egy megoldása létezik, amennyiben valamely 
T: ]Jx— xi] Za, [9 — yo] Eb tartományban 
y9(x), T(x. Y. YT B) folytonos, (20c) 
IV, [f(x ye YTV)I E M korláttal, (20d) 
továbbá az V9V-kra nézve a T-ben teljesül az 
HALE ZA SSE TÁR VLAEESA tsz L É700 ÚGY vág ETET lázts szá 1 I— 
Z kivegye tea ae) (20e) 
LipscHIiTz-feltétel ; mégpedig 


az lx— x] £h- Min [e 5) szakaszon folytonos y(x) (20f) 


függvény, amely a Pi!caRD-féle iterációval nyerhető. 
Később külön kitérünk e tételnek a lineáris differenciálegyenletekre érvé- 
nyes változatára?, 


$ L. a 2. §. b) 8)-t! 
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Végül lássunk egy példát a nem egyértelmű megoldásra. 


10. Pl. Vizsgáljuk meg az y"(1 3- y) — 1 másodrendű díifferenciálegyen- 
letet, a megoldás unicitása szempontjából. — Először is hozzuk differenciál- 
egyenletünket — a tételnek megfelelően — a második deriváltra nézve explicit, 
vagyis 

l 
b X,.V, , zz szilsss ter 
TESSEK ETT új 
alakra. Szembetűnő, hogy a folytonossági és korlátossági követelmény teljesülése 
az y — —1-nél megszűnik. Ennek megfelelően pl. az 
y(0)— 1  y(0)——1 
kezdeti feltételpárt nem egy, hanem több (esetünkben két) partikuláris megoldás 
(integrálgörbe) elégíti ki. Ezek így adódnak: 
E fas isz 9 dpt — [do eg a 
y EF D, öz E J p pe— [doc 1 10] — Xx, 
—]1 0 
p 1 2 
pPt-t3]J-xw DPáF2xpT(I—2)—0, 


Pr. —14V1—(1— 29 — —1-tV2x s y, 


[o — [1-1 tT 2x)ö]de, y-1—xdt 3 9. 
] 0 


2. §. A LINEÁRIS DIFFERENCIÁLEGYENLETEK ELMÉLETE 


a) Lineáris 
elsőrendű 
differenciál- 

egyenletek 


aj A későbbiekről több irányú előzetes tájékoztatást 
nyújtó, elemi úton, ill. kvadratúrával integrálható dif- 
ferenciálegyenlet-típus az 


a(x)y Tt bíg)y —c(x) (a CxdaB) (1a) 
általános alakú lineáris, elsőrendű differenciálegyenlet; itt a(x), b(x) és ec(x) az 
(x, 8) szakaszon adott folytonos függvények. Az a(x) - 0 eset érdektelen (mert 
valójában nem differenciálegyenletet jelent). 

Ha az (a, B) szakaszon a(x) 7: 0, akkor vele az (1a)-t végigoszthatjuk, így 
nyerve differenciálegyenletünk 


[94 p(dy— a ] (15) 


[xx CZ x a B, p(x) és ag(x) folytonos] 
normálalakját. 
Ha g(x) 5 0 (vagy vizsgálat céljából átmenetileg azzá tesszük), akkor az 
így nyert (és jelölésben is megkülönböztetett) 


n Hp(dn—0 [2 €x a B, p(x) folytonos] (1c) 


differenciálegyenletet homogénnek, ill. az (1b)-hez tartozó homogén differenciál- 
egyenletnek nevezzük. 


1. Pl. Az 1 -- xfn — 0 (— oo a x a 00) differenciálegyenlet homogén, 

Ha viszont g(x) £ U, akkor az (1b)-t inhomogénnek, magát a g(x)-et pedig 
zavaró tagnak (v. függvénynek) mondjuk. 

2. Pl. Az y 4 xy — e 3 (—oo La x — 00) díifferenciálegyenlet irihomo- 
gén. (A hozzá tartozó homogén éppen az előbbi!) 

B] Ami az (15) differenciálegyenlet iránymezejét illeti, at 1. § c)-beliek 
értelmében a C indexű (vagyis v — C iránytangensű vonalelemeket hordozó) 
izoklinek 


jesz ÚR C 2 r(x,C) [pt 0] (2a) 
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explicit egyenletű görbék, továbbá az x — k egyenletű párhuzamos egyenesek 
— az 1. § d) B) (2—4) formulából következőleg — a 
1 


aj 97 909be— Eg — — 3 (20) 


8 —x- 


egyenletrendszerű centrális görbével rendelkező izopunktálok. 


3. Pl. Az y — — FS tg 5 (x 5 knx) differenciálegyenlet C indexű 
izoklinjei az 
— g0)—C [xx 57.16 szán sk Xs K 
y TEJE íe2 C)] sin x — 2sin 3(Ccosz sin 5) 
görbék, az x — k egyenesek pedig 
$—x—sinx, n—2sin5 s 1— cosx:(— 8) 


(ciklois) centrálisú izopunktálok. 

Végül jegyezzük meg, hogy a homogén — inhomogén elnevezés bizonyos 
analógiát mutat a lineáris algebrai egyenletrendszerek hasonló szóhasználatával. 
Ott a homogén egyenletrendszernek — tudvalevőleg — mindig van x — (x., 
Xs s sz Xn) — (0, 0, . . . 0) — 0 triviális megoldása, itt az (1c) homogén differen- 
ciálegyenletnek úgyszintén, n(x) z 0 alakban. Mindkét esetben elsősorban a 
nem triviális megoldások érdekesek számunkra. 


y] Térjünk át most differenciálegyenletünk: megoldási módszereinek tanul- 
mányozására! Megmutatjuk, hogy mind a homogén, mind az inhomogén diffe- 
renciálegyenlet megoldható zárt és rendszerint kvadratúrás (speciálisan elemi 
függvényes) alakban. 

Az (1c) homogén egyenlet nyilván szeparálással integrálható; nevezetesen 


dn kl da MZYYESRTN 
az - p(x) n— 0, ri FS Jptdáz, in C P(x), 
ahol P(x) a p(x) egy tetszőleges primitív függvénye. Az (1c) általános megoldása 
tehát 


x 


m(x) —Ce-Pen  [7ek-P0; Pr) ze [p(Ddt a cyeB]. a) 


y 


az n(xo) — yo feltételt kielégítő partikuláris megoldás pedig nyilván 


mol) — ye7IP9-rea [7 2 xa 2 B; Pt) — P(x) — [DC dé]. (30) 
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Az ya, — Ca — 0 választásnak felel meg az említett n(x) s 0 triviális megoldás. 


4. Pl. m -k xtn — 0. — Általános megoldása, pl. a P(x) — [p(é) dé — 
0) 


A 3 
— J t2? dt 7 felnasználásával 
0 


lle 


n(x) — Ce—R9 Ce 3, 
az n(xo) — vo feltételt kielégítő partikuláris megoldása pedig 


-(5-5) s ( 5) 
n()-ye ? 7-ye ? azaz: Ce yel a 
Az yo - C, — 0-nál n(x) s 0. 


ő] Az (15) inhomogén egyenlet megoldására áttérve, a homogén egyenlet 
n(x) — Ce-PE általános megoldásának a g(xy£ 0 zavaró tag miatt bekövet- 
kező , eltorzulását" az 

y(x) — C(ge-rn [Pr s fD(Ddt, a cv cB; C9—?] (4) 

y 

feltevéssel (vagyis a C tetszőleges állandónak egy alkalmas, de egyelőre ismeretlen 
függvénnyel való helyettesítése útján) próbáljuk számításba venni, E feltevéssel 
differenciálegyenletünket egy új, C(x) ismeretlen függvényű differenciálegyen- 
letre transzformáljuk, abban a reményben, hogy ez egyszerűbb lesz az eredeti- 
nél. Az új, transzformált differenciálegyenlet megoldása hivatott megadni az 
alkalmas C(x) függvényeket. A vázolt eljárás LAGRANGE , állandó(k) variálása" 
nevű módszete, amellyel a későbbiekben még többször találkozunk, 

Most pedig hajtsuk végre az elmondottakat! A (4a) próbafüggvényt és 


y(x) — C(x)er Pe) 3 C(x)e7Ped [— p(x)] Fe z sA p(8) dE — ped (4b) 


deriváltját az (1b)-be behelyettesítve, az x független változó kiírásának mellő- 
zésével a 


(C"e-P — pCe-") - pCe-P —-Ce-P-g, azaz Co —getP (49 
új differenciálegyenletet kapjuk az ismeretlen C(x)-re. Ez láthatóan C" — f(x) 


alakú, tehát valóban egyszerűbb az eredetinél. Általános megoldása — az x 
kiírásával — nyilván 


C(x) — ) ae dx -k K. (4d) 


a) LINEÁRIS ELSŐRENDÜ DIFFERENCIÁLEGYENLETEK 57 


Ennek figyelembevételével az (15) inhomogén egyenlet általános megoldása — 
a (4a) alakjában — a következő lesz; 


y(x) — ÉP) C(x) — erR ik r] ghxjetR9 dx [P(x sz j p(€) de] . (Sa) 


Az (1b)-nek egy tetszőleges rögzített K— K,-hez tartozó partikuláris megoldása 


yilx) — ehe Íx, ] gixjetFe9 dx . (55) 


Ezt és a (39)-t tekintetbe véve, az (5a) inhomogén általános megoldás (benne a 
K — K, 1- C szabad paraméterrel) 


y(x) — n(x) -- yik) (5c) 


szerkezetűnek mutatkozik, vagyis a homogén általános és egy inhomogén partiku- 
láris megoldás összegeként jelentkezik." Mint később látni fogjuk, a magasabb 
rendű lineáris inhomogén differenciálegyenlet általános megoldása is hasonló 
szerkezetű. 
Az (1b) inhomogén egyenletnek az y(xo) — ya feltételt kielégítő partikuláris 
megoldása — ellenőrizhetően — a következő: 
volx) — €-tPes— Po [9-4 J a(gJepo-re de] (6a) 


Xn 


[PG - Í PE) d§, a CT y.xoTB, K, yoePto] ; 


speciálisan, az y(xo) — 0, ún. zérusfeltételt kielégítő partikuláris megoldás pedig 
ez: 


yalx) — e7P0) f g(jePe de, (6b) 


A (35) és az (6b) figyelembevételével, az (6a) inhomogén partikuláris 
yolx) — mol) Tt y(x) (6c) 


szerkezete ismerhető fel, vagyis a hasonló feltételt kielégítő homogén partikuláris 
és a zéruüsfeltételt kielégítő inhomogén partikuláris megoldás összegeként áll elő. 
Hasonló előállításra a magasabb rendű lineáris inhomogén differenciálegyen- 
leteknél 15 törekedni fogunk, 


t A rövidség kedvéért a mindennapi gyakorlatban megengedhetjük magunknak az 
ilyen lazább fogalinazást. 
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5. Pl. y 4 xgy—e 3. — A homogén általános megoldás, mint a 4. 


példában láttuk: n(x) — Ce :. 
Egy, pl. a K -- 0-nak megfelelő inhomogén partikuláris megoldás: 
Dag x . Xx3 x5 
yi(x) — e7Pe J ager dx—e 3 Je 3.e 5dx—xe 3. 
Végül az inhomogén általános megoldás — az (5c) szerint — így adódik: 


(x8 
yt) — nt) 1 yi(9 —e " (C1- x). 
Az y(xo) — yo feltételt kielégítő inhomogén partikuláris megoldás — a 4. 


példabeli n(x) homogén és az itteni zérusfeltételes v.(x) — (x — xje § inho- 


mogén partikuláris megoldás igénybevételével, a (6c) szerint — így alakul: 
xs—x3 ző 
yo(x) — n(9) -yl9)—ye ? -H-(x—xgje ? — 
- Sz 


- "E Ugdetösesüjé 5]; 
2 sin? 5 


l — cosx 2 JT 
6. Pl. y — —y — ET E TÉK ÜKNGON SÁSET áá ztző át víg] 


— MEGESTSSS a (6a) szerint: 


P(x) — [re dt — mfd ET — (ín tp 5 — 0) — Inctg 5; P B) sz; 


n/2 


g(EjePb—Pt) dt — - g 2 elin etg £—0) dE — Í tg 5 cíg 5 : JE 


n/2 "/2 


- fi: "dt — x — a[2; 


n/2 


yo(x) — e7TR2—Pea] Ivo kJ eldere- ren dE sé tg 5 3 7 -- E MEN 5) EREK 


-[e43) tes 


Próba: v5- Er) tg7— asd HÉ, 
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ej Az (1b) inhomogén lineáris differenciálegyenlet nemcsak a (4a) feltevés- 
sel, vagyis az állandó variálásával oldható meg. Egy másik megoldási módszer az 
(15) számára az 


JEE ul(x)v (7a) 


lineáris transzformáció, ahol v — v(x) az új ismeretlen függvény, u(x) pedig egy 
tüstént megválasztandó együttható-függvény. A (7a) próbafüggvény és y — 
— uúuv 3- uw" deriváltja behelyettesítésével, az (15b)-ből az 

uv" -4- (u th pujv —g (7b) 


új differenciálegyenlet adódik. Egyszerűsítése érdekében az u(x)-et úgy választ- 
juk, hogy a v együtthatója, az 


- Í p(x)dx 
u tpu— o legyen amipl.aaz u—e"? sz e7Po) (70) 


függvénnyel írható le. Ezzel új differenciálegyenletünk és megoldása 


v — gu! he getFR9,  v(x) — Í g(xjetF9 dx --K (7d) 


módon alakul, a régié pedig nyilván így: 


y(x) — e—Pe v(x) — e—P(x) ! Ka J g(xjerPe dx] [Pr sz j p(ó) de] 4 


megegyezésben az (5a) végképlettel. 
Megjegyzendő, hogy a lineáris transzformáció később is alkalmazásra kerül, 
még általánosabb y — u(x)v -- w(x) alakban is. 
CI Végül térjünk ki az (1b) 
y t po — g(x) (Po — const, a(x) folytonos, a TT x c B) (8a) 


speciális esetére, vagyis az állandó együtthatós elsőrendű lineáris differenciál- 
egyenletre. Ekkor 


P(x) — po lévén, P(x) — (pod — pox,  mi(x) — eF ero,  (8b) 
0 


tehát (7e) megoldó képletünk az 


y(x) —e- re K-t f dee dx z 1(x) --yi(x) (80) 


alakra egyszerűsödik, általában továbbá is megtartva a kvadratúrás jelleget, 
Ha azonban a g(x) nem tetszőleges (folytonos), hanem speciális zavaró 
függvény, nevezetesen 


g(x) — P,(x)ex z e? (P, 3- P.x 3- Box? 3- . . . 1- P.x") (9a) 
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alakú, tehát egy polinom és egy exponenciális függvény szorzata (vagy ilyen 
szorzatok összege), akkor a (8c) megoldó képlet így alakul: 


y(x) — eme [K 4 f Pn(edertrodx] — n(x) -k yi(x) — 
7 Ke-pxF Omer z Kero th x(09-k Ox... F Omer, 


akó] raj 118 sét és. Öeső (95) 
(1, ha a— Up 

Egyébként az r-et rezonanciakitevőnek, az xr-et rezonanciatényezőnek szokták 

nevezni rezgéstani analógia alapján. 

Eredményünk értelmében a (8a, 9a) inhomogén egyenlet megoldása kvad- 
ratúra nélkül, tisztán algebrai úton nyerhető, nevezetesen az ismeretlen O; állan- 
dók meghatározására szolgáló, ún. határozatlan együtthatók módszérével. Ugyan- 
ezt szoktuk (pl. a racionális törtfüggvények integrálásánál is alkalmazni). 

Jelentős előny, hogy a (4d) alatti C(x) ismeretlen függvény helyett ilyenkor 
csupán a 0; ismeretlen együtthatókat kel! meghatározni, az y.(x) részére. Hang- 
súlyozandó, hogy ez utóbbi (ismeretlen együtthatós) módszert később a maga- 
sabb rendű lineáris, állandó együtthatós inhomogén egyenletre is általánosítani 
fogjuk. 


8. Pl. y — 4y — xer. — Megoldása: mn(x) — Cerf, —p7-4-71—cac 
r — 0;  yi(x) — (09 tk OxJe, [(—309 - 01 — 801x]le—xe, —30,7— 1, 
—309 t 01 — 0, 0. — —1/3, 09— —1/9; 9y(x) — m(x) -- yi(x) — Ce — 
— (1 -3- 3x)e/9. 

9. Pl. y — 4. — Megoldása: pg — 0, n(x) — Ce" — C, a — 0 — —p,, 
r — 1; yi(x) — x 09, 09 — 4; y(x) — m(x) -- yi(x) — C 4-4. Ugyanez köz- 
vetlen integrálással is nyerhető. 

10. Pl. y — 2y — x? 3- 2e sin x. — Megoldása: —p, — 2, n(x) — Ce; 
m — 2, a —1 -£ —Dpy, r — 0, y(x) — 09 4 01x 1 0.x? 1 e(4 sin x -- B cos x); 
0 — —1/2, 0, — —1/2, 0, — —1/4. 4A— B— —1. — Megjegyzés: az 
EwvtEeR-féle sin wx — (ex — e—iexy2i és cos wx — (eirx -- e—i"x)/2 összefüg- 
gések értelmében a sin wx és cos wx 15 a (9a) alakú vagy olyanok összegeként 
nyerhető speciális zavaró függvények közé tartozik. Ugyanez áll a shvx — 
— (e" — e—r)/2 és ch vx — (er 4 e—")/2 függvényekre is. Ezekre később, a 
3. §-ban még visszatérünk. 

11. Pl. y — y — ag.(x), ahol 


g1(x) ka 0, go(x) — X, g5(x) — sin Xx. 
— A differenciálegyenlet izoklin görbéi rendre 


y-C, y—-——xiC, y—C—sinx 
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egyenletűek, integrálgörbéi pedig 
j RAER 
y—-Ce, y—- Ce —-(1--y  y-Ce — 5 (sin x -4 cos Xx). 


A 13. a—c) ábrán láthatók e görbeseregek ; egyszersmind jól szemléltetik a zavaró 
függvény befolyását az iránymezőre". 


Jyagagtáagyii11y17117 mi 
ee, 
JJ 940 
SANS ; SSOÖS 
NNNNA 
N N 
MAN kN MANGA 
ALLA ALKAAGGAN NAB MRA 


15. a, b, c ábra 


y] Lássunk most egy egzaktul linearizálható, vagyis alkalmas transzformáció- 
val (és nem elhanyagolással) lineárisra visszavezethető elsőrendű differenciál- 
egyenletet! 


Elsőnek tanulmányozzuk az 
yt pCIy — gy (19) 


normálalakú, ún, BERNOULLI-féle differenciálegyenletet ! Itt az x — 0, x — lés 
g(x) z 0 speciális eseteket kizárhatjuk, mert nyilván az előbb letárgyalt lineáris 
(homogén, ill. inhomogén) differenciálegyenlethez tartoznak. Más esetekben az 
(1a) nyilván nemlineáris. 

Az (1a) egyenletet — célszerűen — szorozzuk meg (1 — a)y-7"-val: 


(1 — a)jy-y - (1 — a)p(xajyt" — (1 — o)g(x). (15) 


t L. CoLLATz [6]. 
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Az így nyert egyenlet szinte ránk szuggerálja az 
u — ulx) px), u — (1 — ogyey (2a, b) 
transzformációt; ui. ezzel az (1b) az egyszerűbb 
u 4 (1 — ep(x)u — (1 — a)g(x) (2c) 


alakba, tehát valóban lineáris differenciálegyenletbe megy át. Általános megoldása 
így azonnal felírható, az (5a) formula mintájára, nevezetesen — az y helyett 
u-t, p(x) és g(x) helyett pedig ezek (1 — a)-szeresét írva — 


ja Djp(x) dx (1 —ad[DcAax 


IK (1 — 9) [d(9e 


u(x) — dx] 5 (3a) 


] 
Ebből y — u1—" inverz transzformációval nyerhető az eredeti (1a) differenciál- 
egyenlet általános megoldása : 


ix -k (1 — 9) [de 70NIBGAK dx] . (3b) 


—[ DCC x 


y(x) — 


0] Említésre méltó, hogy ugyanezen eredményre juthatunk a már koráb- 
ban is alkalmazott 


7 Uu()v [u(x) — eber] (4) 


lineáris transzformációval, eképpen: 


u 4 [u 4 p(xdujv — iv: gl), 1 pldu—0, u) — erot ; 


(1—a) [DCC ax v, 


v —!g(x)u—kx)vt — g(x)e I—jpodax gy 


dv 
grazi g(x)e 
jösz e 2) [ g(xJet—mpedar dx-EK,  yzehb9 v 


E számítás is jól szemlélteti a lineáris transzformáció használhatóságát. 
Megjegyzendő végül, hogy a BERNOULLI-féle differenciálegyenlet is — 
mint a legtöbb elsőrendű differenciálegyenlet — akárhányszor alkalmas 


P(x, y)dx -- O(x, yydy — 0 (5) 
differenciálalakban jelentkezik, s erről redukálható az (1a) alakra. 


1. Pl. y — xy — xy 3- y? — 0. — Ugyanez normálalakban: 


y— ét, tehát a—m— 2 1l1— ec 7 —l, 
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A (2a) transzformáció esetünkben: u — y-! — 1/y, a (2c) transzformált diffe- 
renciálegyenlet tehát most: 


(lineáris). 


Megoldása, a (3a) szerint; 
"x—1 úk 1—x a —x 
SSEL ETÜ x- [47 nie jl — € (kJ - dx) — 


- — E (k se - (Ke Jad azaz  — y(x) — 


FEJE KETT" 


Érdekes, hogy az adott differenciálegyenlet 


vá Bé ABS a) EE KtS felfogásban, v — s helyettesítéssel  v — v — 
y dxty]) Hy y 
— —1 (lineáris) alakra hozhátó. Megoldása: v — Ke: 3- 1 — x/y, azaz y — 
— x/(Ke: 1- 1), megegyezésben az előbbi eredménnyel. 
E példa jól szemlélteti azt az ismert tényt, hogy ugyanaz a differenciálegyenlet 


olykor különböző felfogásokban, eltérő módszerekkel 15 megoldható, 


2. Pl. y 4 5 y — x?y?, — Esetünkben a — 2, differenciálegyenletünk 


tehát másodfokú (kvadratikus). Részletszámítások: 


dx si mm 1 
[pe9 dx -J2 sz Ín x, e f[pegax e nx — 9: $ ezető ; ejpedax sel öm x; 


taj 


átalános megoldás, a (35) szerint: 


A 
yG) ús 100005 ik Hua (1 SES 2) f age elre9 e dx] eső 


1 1 1—2 1] xy 2 
—1xra— 2: fd.5 de] —:(x-5) — OK —xö" 


3. Pl. dy [e sin y — ) — dx — 0. — Egyenletünk a 


alakra hozható, amely az x — x(y) ismeretlen függvényre nézve (vagyis az x és 
v változók szerepcseréjévely) BERNOULL1-típusú. Iranszformálás: 


1 3 
a—2 1—a—-——1]l u—x-—-, 1 —5u— — sin y; 


Megoldás: u — y ik aj gy ju (kvadratúrás). 
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b) A lineáris n-ed al Az n-ed rendű lineáris differenciálegyenlet álta- 
rendű differen- lános alakja a következő: 
ciálegyenletekről 
Zay 0) z a (Xdy2-t...-Ha (xy -k aj (x)y -k a (x)y — g(x), (1a) 


ahol feltételezzük, hogy 
an(x) z0;  ax(x) és  g(x) folytonos a cx-ab szakaszon. (1b) 


E függvények alkalmasint állandók vagy zérusok is lehetnek. Az n — 2 speciális 
esetben az (1a) 


a (x)y" Tt a (x)y T- a (x)y — g(x) (1c) 
alakot ölt. 


Ha az (a, b) szakaszon an(x) 5 0, akkor vele az (1a) végigosztható, s így 
nyerjük differenciálegyenletünk alábbi normálalakját : 


Laly] E 2 pwgy z y9 tk paid ek s s b PIN E pol9y— 9, 
ahol most (2a) 
pn(x) 5 I, továbbá p,(x) — akr(x)/an(x) és f(x) 5 g(x)/an(x) 

folytonos, ha a CC x a b. (25) 
Az n — 2 speciális esetben a (2a)-et 
L[y1 7y 4 pC9y 4 gh)y — fe) (2c) 
alakban szokás írni. 

Az L, jelű n-ed rendű lineáris differenciáloperátor y-ra való alkalmazása — 
láthatóan — a bal oldali szumma képzését jelenti. Az L, szimbólumot gyakran 
előnyösen használhatjuk majd a későbbiekben. Továbbá tárgyalásainkban rend- 
szerint feltételezzük, hogy valamely (a, b) szakaszon a (2a, b) normálalakú elő- 
állítás lehetséges. Tudvalevőleg, a (2a) inhomogén, ha van zavaró tag, azaz 
f(x) £ 0; ha nincs ilyen, vagyis f(x) 5 0, akkor a (2a) homogén. 

1. Pl. Írjunk fel néhány (később tanulmányozandó) lineáris differenciál- 
egyenletet! 

A) y" 3 2öy 4 w?y — a cos xt (másodrendű, állandó [ő., w, a — const] 
együtthatós, inho:nogén) ; 

B) xgy" — 3xy" -—- 4y — x?lnx (másodrendű, EULeR-féle, inhomogén); 


C) y" mk 29 -- y — 0 (BEssEL-féle, 0-indexű, homogén) ; 


2 
D) yív — ET y — 0 (negyedrendű, állandó együtthatós, (E, I, u, w — const] 


hiányos, homogén). 
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BI A (29) differenciálegyenletet 
n—] 


yon — f(x) — 2 PLgy sz 9(x.Y.y, . s yt) (3a) 


(pontosabban differenciálrendszerként, vagyis 


n—1l 


Y 7 Ycjt1) (J Ek I, 2, c s eg N — 1), Yn si f e. 2 Per - p] (34) 
alakban felírva és az 
yo(x)y-w (ks 0,I,2,...,.n—1) (3b) 
kezdeti (vagyis TAYLOR-típusú) feltételekkel kiegészítve, alkalmazhatóvá válik 
reá az 1. § e)-beli egzisztencia- és unicitási tétel. Esetünkben az (erősebb) 
LiPpsonHtTz-feltétel teljesül. mert a 


99 
36 7 —PG)  (k—O,1,2,...,n— 1) (4a) 


parciális deriváltak — a (2b) értelmében — az f(x)-szel együtt folytonosak, s így 
korlátosak is, valamilyen közös P korláttal, az (a, b) belsejében, vagyis ott 
IPCJIZEP, I(9JIEP (Pz 9; (45) 
e P korlát k Lipscnirz-konstansnak is tekinthető. Szükséges továbbá, hogy 
valamely 
x—xliáZai (adx— a dx-rt a cb), 
I) o ybjsB (BE1l;k—0 l,...,n—1) (4c) 
hasábban, ismét egy közös M korláttal, az 
gr] ElYIZM és I9]JEM C(j—12,....n—1)  (4d) 
xorlátosság is fennálljon. Egyébként, ha 
7 — max [960], akkor [691 S8-4Fy éspl. M — (n7- 1) P(8 Tt 9), (4d) 
vagyis n, P, B és y ismeretében egy alkalmas M megadható. 


A (4a—d) feltételek teljesülése mellett biztosítva van a (3a, b) kezdetiérték- 
feladat megoldásának létezése és egyértelműsége, mégpedig az 


x—xol Eh, h — min (a, 1) (4) 


szakaszon, 

Megmutatjuk még, hogy e megállapítás érvénye az egész (a, b) szakaszra 
xiterjeszthető,. A B tetszőleges nagyra, így pl. B y módon is választható, 
amikor is 

1 
— Z —————— zs Ő, 
M " 2(nt1P 


3 Közönséges differencjálegyenletek — 44 2231/VII."" 
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Minthogy az a -csupán az [xoa, xg t a] c (a, b) korlátozásnak tartozik eleget 
tenni, a megoldás az xo-ból kiinduló, rögzített, véges [xa — ő, xo1.[XxXos xo tt ő) 
c (a, b) részszakaszokra egyértelműen folytatható, s ez miridaddig ismételhető, 
amíg véges számú lépéssel — s közben általában lépésről lépésre újra választandó 
8-val, de akár változatlan ö-val — tetszőlegesen meg nem közelítjük a véges. 
(a, b) szakasz a és b határaitt. 


YI Most ismertetjük a lineáris differenciálegyenlet néhány transzformációs 
sajátságát ! 

Vezessünk be az (1a) differenciálegyenletbe új t független változót a régi 
x helyébe, mégpedig valamely 


X-0W0 (5a) 

transzformációval, ahol I j 
egy (a, 8) szakaszon Ö(t), Ö(2),. . ., BV(t) létezik és Ö(r) -- 0,  (5b) 
továbbá a — $(a), b — $(8), s így a t — g(x) inverz is (50) 


létezik az (a, b) szakaszon. 
Ekkor az x szerinti deriváltakat a t szerinti deriváltak 


,  dy dy dx dy dt y 


sg dt dt dt da a 1960 
d2 aj d 
"zza 56-55-90 e je (D), : s. (6a) 


(lineáris homogén) kifejezéseivel, az ar(x) és g(x) függvényeket pedig a,(£), 
2($) módon KEZES az (1a) 


50 R— MI [do — S 


— ab) er) sko]j 7 (6b 
transzformált alakjához jutunk, amely szintén lineáris. Igazolást nyert tehát, 
hogy az (1a) differenciálegyenlet a független változó (5a—c) transzformációja. 
után is megőrzi linearitását. 
Speciálisan, az (1c) differenciálegyenlet — a (6a) figyelembevételével — 
ap? Pp -t (ap" ht ap)ytay—-g [720] (7a) 
alakra transzformálódik. Olykor előnyös a g(x)-et úgy választani, hogy 


a 
ja dx 


ag" rap 7-0 sígy 9—e (7b) 


k Maga az a, vagy a b szakaszhatár esetleg már nem tartozik hozzá a pk(x) együtt- 
hatók közös folytonossági szakaszához; ezért használtuk a nyílt szakasz (a, b) jelölését: 
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legyen; ilyenkor a (6c) nyilván 


,. 1a 
42 je dx 
a- 


) 101 
ao 42 ax e 
0 e. ja y séges 
a; a , 


y-t g [L£k7-9$90l (7c) 


alakra egyszerűsödik, 
A független változó most vázolt cseréje útján az adott differenciálegyenlet 
gyakran kedvezőbb alakra hozható, s éppen ezzel éri el a célját. 


2. Pl. Alkalmazzuk az 
xy" Tt poxy 1 g9y — g(x) 
alakú másodrendű EuvLER-féle inhomogén ditferenciálegyenletre az 
xa- e 5 D(t)) és megfelelően  t—lnx — g(x) 
transzformációt! — Esetünkben 


a, — Xx?, day — DoXx; dd — 0os 
továbbá 


Ezek felhasználásával — a (7a)-nak megfelelő — 


1 l l 
Xn eyt gt tg] 97 goy — g(e), 
vagyis . 
y t (Pp — 1Dy 1 99y — g(e) 


alakra transzformálódik, amely már — láthatóan — állandó együtthatós (és vál- 
tozatlanul lineáris). 
3. Pl. Alkalmas új t — 9(x) független változó bevezetésével távolítsuk el az 
xy" KGI 2xy" -k 2y ERB 0 
lineáris differenciálegyenletből az első deriváltat (ti. az p-ot)! — E célra — a 
(ib) értelmében — a 
d1 2x dx 
9 — gun Bela 1 fg ax sat KAT — elnxi — x2 


deriváltú, tehát célszerűen a 


x x 


segg tgyászzi esd ző 
t — g(x) Je dx Je dx 5 


transzformációs függvény alkalmas, Ezzel — a (7c)-nek megfelelő — 


3 1.70 2. — ij 2. zdökasáat zaz álá 2 MR 2 HE 
Vg, MY VET E eget 
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transzformált (és az y-ot valóban nem tartalmazó) lineáris differenciálegyenlet 
adódik. 


ő] Vezessük be ezután az (1a) differenciálegyenletbe az új v — v(x) isme- 
retlen függvényt a régi y — y(x) helyébe, mégpedig az 


y — u(x)v Tt w(x) (8a) 


lineáris transzformációval, ahol 


az (a, b) szakaszon u(x) és w(x) n-szer / 


i i 8b 
folytonosan differenciálható és u(x) -£ 0. SB] 

Ekkor az y-t és deriváltjait a v-nek és deriváltjainak 
y szi uv" -- uv -- w , y pöRZS uv" -- 27 v - u v -- wW , da (9) 


lineáris inhomogén kifejezéseivel helyettesíthetjük, s így az (1a)-ból újra line- 
áris differenciálegyenletet nyerünk, benne b,.(x) — an(x) " u £0 együtthatóval. 
Beigazolódott tehát, hogy az (1a) differenciálegyenlet az ismeretlen függvény 
(8a, b) lineáris transzformációja után is megtartja linearitását, 

Említésre méltó, hogy az 


y — u(x)v la a x a b; u(x), u(x), u" (x) folytonos és u(x) 3-0] (10) 
lineáris homogén transzformáció lineáris homogén differenciálegyenletet hasonlóba 


visz át. Nevezetesen, a (2c) differenciálegyenlet — általa és az 


v" KREKS uv" -k 2 v" 7- u" v (11.a) 


y — uv 3§-uv, e?! 
kifejezések felhasználásával — az 
uv" -- (24 3- pu)v" 4--(u" -- pu" 3- gujv 0]: u (11b) 


alakra transzformálódik. Az u(x) együtthatófüggvényt olykor 


2 Hpu—m—0O0 sígy  u(x) — 7709 ii (129) 
módon szoktuk választani a v"-s tag eltávolítása céljából. Ekkor 
szzsasáb jeszs sa Dogg Bazze Ég E 2 
Uu—-——Su U—-——5u—gü 5u-t zu (125) 
továbbá 
, 1 2 , 
pe EZÉ zo, gepe 4 a —9—T—5. (129 


Következésképpen a (10, 12a) lineáris homogén transzformáció során a (2c) lineáris 
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homogén differenciálegyenlet együtthatófüggvényeiből képzett 
2 , , 
I) 29—5—5— 9 ———F- hg) (12d) 
kifejezés invariáns marad. Végeredményben a (11b)-ből 


b PA , 
TS aj [ zürsi 71 E z v" ht IX) 7-0 (12e) 


transzformált differenciálegyenlet adódik. 

Az ismeretlen függvény lineáris transzformációja szintén nem öncélú 
művelet, hanem az adott differenciálegyenlet kedvezőbb alakra hozatalát célozza. 
Emlékeztetünk arra, hogy y — u(x)v formában már az elsőrendű differenciál- 
egyenleteknél is alkalmaztuk. 


4. Pl. Hozzuk v" -- I()v — 0 alakra alkalmas y — u(x)v transzformáció- 
val az 


pp — — 1/2 indexű) BEssEL-féle differenciálegyenletet! — E célnak a (12a) 
szerinti 


u(x) — epen Me Eg Es gt LOS a sr 1 


együttható-függvényű y — v/Vx lineáris homogén transzformáció felel meg. 
Differenciálegyenletünk invariánsa (e transzformációval szemben) 


— pu D BP 1 1 


Ezzel transzformált differenciálegyenletünk a meglepően egyszerű 
v" 34 IKx)v s v" 34v-0 


alakban adódik, Általános megoldása v(x)-re — mint az előzőkben már említet- 
tük — 
v(x) — C, cos x t C, sin x, 
y(x)-re pedig 
Vv(x) a cosx 


KET SZTT ti Vz EGT si 


A fentiek előrevetítik a J,.2(x) BESSEL-függvények és a cos x/Vx, sin x/Vx 
függvények (később tárgyalandó) összefüggését. 
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e] Térjünk ki most egy a lineáris differenciálegyenletek elméletében fontos 
szerepet játszó fogalomra, a függvények lineáris függetlenségére. Az itteni függ- 
vények nem egyebek, mint egy 


L.(y1 7 2 PLgy9—o (acxcb) (13) 
n-ed rendű lineáris homogén differenciálegyenlet valamely 
yi(), Ve)... ya) (acCxcab) (14a) 
partikuláris megoldásai. E függvényrendszert, s ugyanígy a 
CgCssz CG (14b) 


tetszőleges állandókat az 
y(x) z [v(9.YyX9... syn) il C-EK(CCo.....Cn) (14c,d) 


n-elemű vektorba lehet. összefoglalni. Ez azért is előnyös, mert velük az említett 
függvények ún. lineáris kombinációját 

C.yi(x) -- Coyo(x) h ... tt Cnyr(r9 ECyh) (acxdcb (15) 
módon, vagyis a két vektor skaláris szorzataként? lehet előállítani. Ilyen elő 
készületek után kimondható az alábbi 


Definíció: A (14a) függvényeket — közös (a, b) értelmezési szakaszukon — 
akkor mondjuk lineárisan függetleneknek, ha a (15) lineáris kom- 
binációjukkal képzett 


C y(x) 5 Csyi(x) 4 Coyelx) - . . . 4 Cnyn(x) — 0 (16a) 
azonosság csakis a 
CE TC. Cszarg Ca) E1050. 50) S (165) 
triviális esetben teljesül, vagy ami ugyanaz, 
Cy(x 0 ha C 530. (16a, b) 
Ellenkező esetben, vagyis midőn a 
Cy(x9) s0, ha €C.--0 (17a, b) 


azonosság is teljesül a (16a, b) mellett, lineáris függésről beszélünk. 
5. Pl. A (— co, 00), vagy azon belül bármely (a, b) szakaszon az 
 I8E5 elö ea ESZES vél 
függvényex lineárisan füzgetlenek, mert a 


CyszCohCxiPCgxZH...HCxT— 0 (C — (Co, Cs Carr; CA) 


t Az n-dimenziós vektoralgebráról 1], pl. FAzEKAs [15]. 
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egyenlőség C 5- 0 esetén legfeljebb n számú x; zérushelyen, nem pedig azonosan 
teljesül, 
6. Pl. A (— oo, 00) szakaszon, vagy azon belül a 
L, sin? x, cos? x 
függvények lineárisan függenek, mert 
]1:":1—1:sin2x—1:coszxt 0, noha C — (I, —1, —1) 5-0. 


Említsük meg a lineáris függetlenség, ill. függés néhány következményét! 
Ha a (14a) függvényrendszer lineárisan független, akkor nem fordulhat elő 
benne yj(x) z 0. — Ui. akkor a Cy — 0 azonosság C—O mellett a C — 
— (0, . . ., C;s . s ss 0) £ 0 esetben is teljesülne, ami már lineáris függést jelen- 
tene. 
Ha a (14a) függvényrendszer lineárisan függő, és pl. Ca, 5 0, akkor vn(x) 
előállítható a többi y.(x) függvények lineáris kombinációjaként, vagyis 
C. 
val) — Kayilo9) -k Kaya) 4... Kna9ne9  (K— — zt] 09) 
alakban. (Lineáris függetlenség esetén ez nyilván nem lehetséges.) Megfordítva, 


egy (18) alakú előállításból a benne szereplő függvények lineáris függése követ- 
kezik, 


Megjegyzendő, hogy a (14a) függvényrendszert — lineáris függetlensége 
esetén — a (13) homogén lineáris differenciálegyenlet egy alaprendszerének 
szokás nevezni. 


Az n — 2 speciális esetben a lineáris függetlenség azt jelenti, hogy 
C y(x) - Cvyi(x) tt Coyolx) 0 ha C€C—-—(C,C)-r0 (19a) 
s így pl. C, 7- 0 esetén 


val) E yi) k--g (19b) 


vagyis a két függvény nem arányos egymással az (a, b) szakaszon. 


öt] Végül tegyünk említést egy, a lineáris differenciálegyenletek elméleté- 
ben kiemelkedő jelentőségű determinánsról. 


Definíció: Ha a (14a) függvények az (a, b) szakaszon (n — 1)-szer differen- 
ciálhatók, akkor ott létezik ún. WRoxsxI-determináns uk, és így alakul: 
1y1(x) Y(x)  ... Yn(x) 


1(x 9(x a a. YA(X 
W(x) sz MAAA a GYE öss jálRl — WIYiYas s en] új WIy09]- 


yi (x) P(x) . . . yi (x0) i (20) 
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Az n — 2 speciális esetben 


W(x) — yi(x) yol(x) 
ip) yol) 


— yi (Jyi() — ye(Jyit) — yi) op (21) 


c) Tételek a homo- 
gén differenciál- 
egyenletekre 


aj, Tekintsük a közönséges n-ed rendű lineáris homo- 
gén differenciálegyenletet a már említett 


L.5y] — sZ Dukx)y?9 z W9 3 ...-t a (x)y" 4 a()y -- alx)y — 0 


[Dn(x) — L, pr(x) folytonos, ha a.7x cb] (1) 
normátalakban. Ugyanez az n — 2 speciális esetben az 


L.[y] 5 y" 4 p(9y 7 a(9)y — 0 (2) 
[p(x) és a(x) folytonos, hha cx Cb] 


alakra egyszerűsödik. 

Tegyünk egy-két kiegészítő megjegyzést a már bemutatott L, lineáris 
differenciáloperátorról ! Ez valóban lineáris függvényműveletet hájt végre, a rá 
jellemző összeg- és aránytartás sajátságával, azaz (3a, b) 


L.[y. ty]. pedi p.(yi ty)" — pet D.y)) -k iz pxyy? s L.[y.1 -- L[y.] 


továbbá L.[cyI z 2 Dev — c DD py9 zs c " L.[y]. 
k—0 kz0 


Azt a körülményt, hogy az yi(x), . . ., yx(x) függvények megoldásai az (1)-nek, 
az L, segítségével így jelöljük: 


La [yi] — 0, ..., Lnalyrh)] 5 0. (4) 

Ezekután az (1) homogén egyenletre érvényes főbb tételeket szándékozunk 

ismertetni, igazolni (olykor n — 2-re szorítkozva) és példákkal szemléltetni, 

B] Az (1) tetszőleges partikuláris megoldásainak lineáris kombinációira 
vonatkozik az alábbi 


1. Tétel: Az (1) egyenlet tetszőleges y(2,yo(o ; . . s v(x) (partikuláris) 
megoldásainak bármely 


Yx(x) - Cyi(x) t- Coyolx) T . . . - Cxyx(x)  (kZn) (5) 
lineáris kombinációja szintén megoldása az (1)-nek. 
Más szóval, az (1) egyenlet ismert partikuláris megoldásainak szuper- 
pozíciója 15 megoldás, Ez a linearitás jellegzetessége! 
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Ui. az L, operátor alkalmazásával, (3a, b) és (4) sajátságainak figyelembe- 
vételével (az x kiírását mellőzve) írható, hogy 


L.[Yyxk 1 Ln[Ci1yi1 4 Ceyo- . . . 4 Cxyx1]— LICiy1]-- EL [Coyo A . . . —-Cxyx]— 
sz, , , s La (Cny11] 3 En ICoyo] b . . . H La [Cyr] (5a) 
- CL. [yi] CoLn[y2]- . . . 4 CeLn[yxr] EC. "0-4C5":0-€4...34-C, "050, 


vagyis az (5) valóban megoldása az (1)-nek, ag. e. d. 

Később, a k — n és y (x), . . ., vn(x) lineáris függetlensége esetében erősebb. 
kijelentést tudunk majd tenni az (5)-ről (ti. általános megoldásnak fogjuk mon- 
dani). 


1. PI. Adjuk meg az yV — y — 0 egyenlet néhány (5) alakú partikuláris. 
megoldását! — Egyenletünknek nyilván létezik y — e? alakú megoldása (4 — ?), 
lévén 

yo — Akexx — és vele  er(4—Ö1z0 ahol er5st0 sígy 

A — 1 — (42— D(02--D)—0; 2 zd Láss ki 


—— 


A megfelelő partikuláris megoldások tehát 
y(9—-—e, vW9)d—er  yd(9d—e yb)— er 
Ezekből — a trigonometrikus és a hiperbolikus függvények exponenciális 


alakjának felhasználásával — a következő újabb partikuláris megoldásokat tud- 
juk lineárisan kombinálni; 


1 l ex -4 e7 
yi(x) zet 51) já ti 592) Sz TEEEZ -— chx, 
1 ] ex — e—-x 
Yyn(x) — 5910) ESA 52kx) sz 3 — shx, 
l 1 eix g- e—ix 
yu() — 293) tr 5 y(x) — —5— — cos Xx, 


x ix 


1 1 ei e . 
Yiv(x) — 37 yb) Ez 57169 — gy — sin x., 


y] Az alábbi nagy horderejű kettős tételben a b) €) (20) alatt bemutatott 
WRONSKI-determinánsnak és képző függvényei lineáris függetlenségének szoros. 
kapcsolatát fogjuk megismerni. 


2. Tétel: Ha az L,[y] — 0 differenciálegyenlet 
y(x) — [91(29. yol), . .  yn(x)] (69 


partikuláris megoldásrendszere a p,(x) együtthatók közös (a, b) folytonossági 
szakaszán 
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A) lineárisan függő, akkor ott mindenütt 
W(x) z WIly()]— 0; (67) 
ha pedig alaprendszer, vagyis 
B) lineárisan független, akkor ott mindenütt 
W(x) z WIly()]-r 0. (677) 
ad A) Ui. a lineáris függés következtében az (a, b) szakaszon 
C y(x) z Cyr OCy2t...-t Coyn 50, noha C 7-9, 
s így pl. C, -- 0 esetén y, előállítható 


C 
yn — biyi Tt boy2 Tt... b bn-1yn-i [4 E adj (6a) 
lineáris kombinációként. Behelyettesítve ezt és 
ya — bigi 4 bey2 -k . . . 4 bnayn-i (60) 
deriváltjait a W(x) determináns n-edik oszlopába, az 
Yi Z (WiYiz es 9T) (6c/ 


jelölés bevezetésével ezt írhatjuk az egész (a, b) szakaszra érvényesen: 


n—1 
W(x) Z DWyis o sss Ygs s e esYn) — D(Yis see Yis ess 2 by) zi (6d) 


n—1 n—1 
— 2 bDGY1s ssdeyissas VS 2 bi "05z0, a. e.d,; 


itt felhasználtuk az n-ed rendű determinánsok elméletének ismert tételeitt, 


ad B) Ui. a lineáris függetlenség ellenére tegyük fel, hogy valamely x, e (a, b) 
helyen W(x,) — 0. Ekkor az (5)-ből k — n-nél és első (n — 1) deriváltjából, 
az y(xp) — 0 zérusfeltételek mellett nyert 

y(xo) z C49 rt Co t . . . 4 Cay — (6e) 
[/—9,1,2,....n—1; y9?zsgb(x); DE W(Gxgy-0] 
lineáris homogén algebrai egyenletrendszernek létezik C — (C) , . .: Ca) 5 0 nem 
triviális megoldása is. A vele képzett 
y(x) — Cyi(x) TF... F Cnyn(x) (6f) 
kombináció egyrészt — az Il. tétel értelmében — inegoldása az (1) differenciái- 
egyenletnek, másrészt kielégíti az y(x,) — 0 zérüsfeltételeket,. Ugyanezt azon- 


$£ L. pl. FAzEKas [15]. 
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ban az y(x) 5 0 triviális megoldás is megteszi. Az egzisztencia- és unicitási 
tétel értelmében szükséges tehát, hogy 


p0) yol), azaz CyW) ECY(9T... TF Cnyn() 7-0 (68) 


legyen, ami lineáris függést jelent. A W(x,) — 0 feltevés tehát a kiündulási line- 
áris függetlenségnek eljentmondó eredményre vezetett. Kell tehát, hogy az 
(a, bh szakasz minden x pontjában W(x) " 0 legyen, a. e. d. 


A kettős tétel röviden úgy foglalható össze, hogy az (a, b) folytonossági 
szakaszon a W(x) vagy mindenütt zérus (lineáris függéskor), vagy mindenütt 
zérustól különböző (lineáris függetlenségkor); közbenső eset nincs! A lineáris 
függés, ill. függetlenség esetének tehát a W(x) más-más magatartása felel meg, 
E kölcsönösen egyértelmű összefüggés alapján lehetséges a lineáris függés, il. függet- 
lenség megállapítása a W(x) függvény, sőt egyetlen W(xo) érték (a CZ xx cb 
alapján ! 


2, Pl. Mutassuk meg, hogy a (normálalakra hozott) 
Etezz Sgt ág ŐS agree 
zt állag za 


EULER-féle differenciálegyenlet y.(x) — x? és p.(x)— x? partikuláris megoldásai 
lineárisan függetlenek, vagyis alaprendszert képeznek az együtthatófüggvények 
közös folytonossági szakaszán. 

Esetünkben p(x) — —4/x, g(x) — 6/x?, s ezek bármely; az x, — 0 helyet 
nem tartalmazó szakaszon folytonosak. A WROxsSK1-determináns most így 
alakul: 


j ix: xi 
MG 6 és ! — xX(3—2—xt0 ha x-:-4x— 0. 
yi(x) yelx)i 2 34 c ) o 


Partikuláris megoldásaink tehát valóban alaprendszert képeznek. 
5] Vajon van-e mindig az (1)-nek n számú lineárisan független: partiku- 
láris megoldása, vagyis alaprendszere? E kérdésre felel a 


3. Tétel: Az L.[y] — 0 differenciálegyenletnek mindig van aiapr en d- 
szere, azaz 


Cy(x) 50, ha C€ 70, vagy W(x) z W[lyí9]FP0 (ac—xacb (7 


sajátságú (vagyis lineárisan független) y(x) — [y1(x). . . :; ya(x) ] megoldásrend- 
szere. 

U1. bármely x, e (a, b) helyen úgy is előírhatjuk a tetszőleges kezdeti felté- 
teleket, bizonyos y(x) partikuláris megoldások kiválasztására, hogy az 


Y7(x) ösái a; j (it, J mee 1888 vé 0 ve 09 n) (7a) 
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kezdeti értékekből alkotott determináns, azaz 


dili ese din y1(xo) . . . . Vn(xo) 


e 
e ren 

es— 
. 


det (ay) 5 z W(x) 0 (70) 


IT (0). XT (xx) 


egyen. Ez — az előző tétel (összefoglalása) értelmében — a 


dni 9... dann 


W(xXx-r0, azxcb (7c) 


körülményt s vele együtt az yv(x), . . .; yn(x) megoldásrendszer lineáris függet- 
lenségét, vagyis alaprendszer voltát vonja maga után, ag. e. d. 

Megjegyzendő, hogy minden L,[y) — 0 differenciálegyenletnek — igazol- 
hatóan — végtelen sok alaprendszere van. 


3. Pl. Mutassuk meg, hogy az y" 3- y — 0 állandó együtthatós differen- 
ciálegyenletnek van 

wo) — [700 920) j1 9 

iyi(0)  yel0)i 10 1 

sajátságú, s így alaprendszert képező y1(x), y.(x) megoldásrendszere. — Belát- 


ható, hogy a korábbiakból már ismert y(x) — cos x, y.(x) — sin x partikuláris 
megoldások éppen a kívánt tulajdonságúak, lévén 


—140 (— 00 La xy — 0 a 00) 


cosx sin x ; zó 
W(0) — BEK szltse — (cos? x -- sin x).-o— 1  Isőt W(x) -— 1), 
Egy Ixz0 


s így egyszersmind alaprendszert is alkotnak. 


e] Mi a jelentősége egy alaprendszer ismeretének? E kérdésre válaszol a 


4. Tétel: Ha az y(x) z [y1(x). y.(x), . . ., yn(x) ] partikuláris megoldásrend- 
szer az L,[y] — 0 differenciálegyenlet egy alaprendszere, akkor a tetszőleges 
C zs (CC), Cs; . . ss Can) állandókkal képzett 


y(x) z Cy(x — C.yi(x) -k Coyol(x) - . . . 4 Cnyn(x) 
(W(x) z W[y()]0 acxcacb (8) 


lineáris kombináció a differenciálegyenlet általános megoldását szol- 
gáltatja. I 

U1. Egy n-paraméteres (vagyis C), , . . .; Cs . s ss Cn tetszőleges állandót tar- 
talmazó) megoldás nyilván általános, ha belőle — a C; értékek alkalmas megvá- 
lasztásával — bármely partikuláris megoldás előállítható. Az egzisztencia- és 
unicitási tétel ide vonatkozó (1. § e)-beli) megállapításai szerint, akármelyik par- 
tikuláris megoldás egyértelműen előállítható alkalmas 


y9(xy-w (a cx cb) (8a) 
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kezdeti feltételek segítségével. Ha tehát kimutatjuk, hogy a C, — k megfelelő 
értékelésével bármely kezdeti feltétel-n-es egyértelműen teljesíthető, akkor ezzel 
az y(x) megoldás általánossága igazolást nyert. 
A tetszőleges yi? számokat tartalmazó (8a) feltételek érvényesítésével a 
C,-kre az 
yo(xo) s Cy0 FC - . . . HF Cayl — 369 
[£—0,1,2,....n— 1; yX$7-wWoMx)] (8b) 


lineáris inhomogén egyenletrendszert nyerjük. Determinánsa — láthatóan — 
éppen a W(x,), s mivel y(x) alaprendszer, a 2. tétel értelmében W(xo) 5 0. 
Ily módon a (8b) egyenletrendszer egyértelműen megoldható a keresett C;-kre 
nézve, mégpedig — a jól ismert CRAMER-szabály alkalmazásával — 


1 i 
S W(x) " D(Yios ee ss Y—1,os Yo Ya, ose es Yn  ((— 12... n), 


LV jo z [(9(X0 Y(Xx0s ss IX) Yo E (WoYos: ss ye) (8c) 
módon. E C; értékek behelyettesítésével a (8)-ból nyilván a tetszőleges (8a) 
feltételeket kielégítő partikuláris megoldást nyerjük. O. e. d. 

Az n — 2 speciális esetben tehát tetszőleges, lineáris független partikuláris 
megoldáspár 
y() — Ciyi(x) 4 Coyolx) — [9e(9) A Cyi() ] 
lineáris kombinációja az L.[y] — 0 differenciálegyenlet általános megoldása. 


4. Pl. Írjuk fel az y" 4 wyy — 0 differenciálegyenlet általános és egy 
tetszőleges kezdeti feltételpárt kielégítő partikuláris megoldását! — Esetünkben 
az yi(x) — cos wx, y.(x) — sin wx alaprendszer, lévén bármely szakaszon 


COS WX sirni w4x 
cos wx-ECsnwx, — vagy  W(x) — fi —wep 0. 


1—wWSsINnWwWX WCOS WX 


Az általános megoldás tehát 

y(x) 5 C, cos wx 3- C, sin wx; 
az y(xo) — yo. Y (xo) — yo kezdeti feltételeket kielégítő partikuláris megoldás 
pedig így alakul: 


e 


y(xo) s C) cos wxg b C, sin wxg — yo ) 
, 


y(xo) 5 — oC, sin xg t w6C, cos xg — yó 
1 sin x ha 
CT szé 18 S — yo cos wx, —P sin w0xo, 
W]yp WCOS Xg 9 


1 COS WX i a 
CT az v ús: — yo sin c0xp -E 79 cos wxo; 


Wf[—wosinwxg yi: 
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yo(x) z Cr cos wx - CS sin wx — po(cos wx " cos wxg -b sin wx " sin wxp) -- 
- Te(sin W4X " COS WXg — COS WX " Sin WX) — Vo cos w(x — xo) sin wW(Xx — Xg) 
Speciálisan, x, — 0 esetén 


yo(x) — SZ Vg CO3 wWx 1? "S sin w4x. 


CI A fentebb ismertetett tételek kiegészítéseként említsünk meg — az 
L,[y]— 0 differenciálegyenlettel kapcsolatban — néhány figyelemreméltó 
tényt, 

A) Ha ismeretes az L,[y] — 0 differenciálegyenlet (n 4- 1) számú partikuláris 
megoldása, akkor közöttük — igazolhatóan — lineáris függés áll fenn; 
nevezetesen — az első n lineáris függetlensége esetén — 

yn11(x) 5 Kiyi(x) Tt Keyolx) T . . . 4 Koyn(x). (9) 

5. Pl. y" — y — 0. — Esetünkben y.(x) — erés y.(x) — e—" két, alaprend- 
szert képező, v,(x) —shx pedig egy n -- 1 — 3-adik partikuláris megoldás, 
Az utóbbi — az 

ev— ex 1 


ji Bi ; 
yal(x) —shx — —s— he — ze? — 5 val) — 29 


értelmében — valóban az első kettő lineáris kombinációja, 


B) Ha két homogén lineáris differenciálegyenlet, mégpedig az 


Lr[ly] — pa p.kgy9-o ésaz Lí[ly]5r pa pi(x)y 9 — 0 (109) 


közös alaprendszerrel rendelkezik, akkor a két egyenlet — igazolhatóan — az o- 
nos egymással, vagyis 


Dx(x) s pf(x)  [£—0,1,2,...,n— 1; pn(x) z prix) s 1].  (10b) 
C) Ha adva van valamely szakaszon egy, n-szer folytonosan differenciálható 
és lineárisan független 


y(x) E Ly(29. Yo... Yn(x] [Cy(x)A0 ha C5-0z;za—Tx cb] (1la) 


függvényrendszer, akkor megállapítható egy olyan L,[y ] — 0 differenciálegyenlet 
[Ipn(x) z 1 együtthatóval ], amelynek a (10a) egy alaprendszere; neve- 
zetesen 

[192 3abd 3 
We Wie: say] KEZLERES ZÉSI 


E sz - -— 0 
VIE) —  WÍyL Ya o 75 


A LK VT ZENE, NK VEK E ERNE EK E EL E E 


yr(x) . . 40) ye 
(115) 
Ix 7 x., ahol W(x)— 0; a ax cb]. 
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Itt a Wc(x) esetleges x, zérushelyei a differencsájegyenlet ún. szinguláris 
pontjai, 

Ui. ha az (n 4- 1)-ed rendű W(x) determináns utolsó oszlopa szerint kifejt- 
jük és zérussal egyenlítjük, akkor a 


s) — DF ady9 — 0 [an — WG) - 0), (110) 
a W()-szel való osztás után pedig az 
W"(x) n 
s és Sb 3 (4) — 0 n(x) El 11d 


differenciálegyenlethez jutunk, Ezeket bármelyik y,(x) függvény kielégíti, mert 

y — y(x).y — y(x), . . .. y — H(x) helyettesítéssel az 1-edik és (m-t D- 

edik oszlop megegyező, s így Wt(x) 5 0 lesz. Másrészt az adott alaprendszerhez 

— a B) értelmében — csak egy normálalakú differenciálegyenlet tartozik, s ez 
nyilván a (11d) lesz, ag. e. d. 

Az utóbbi együtthatói nyilván 
ue ax(x) EIT" 
Dx(Xx) TA an(x) S . W() 


yot z (XP, 909, . . XP), DA) EL] (12a) 
alakúak. Közülük a pn. 1(x) érdemel külön figyelmet; nevezetesen — a 
WC) E IDIGYŐ, 2 e VEB T —DIYTyYT yT) t 
GRRR." TÉTETETT. 


0 


d D(y", yt, Sep g já szg ák pot DX akk yx) 


-j- D(y", yt, hadd gége yín—Ds) -k KENTBEN -k D(y?, y", zés  KÁEZÉtÁGI yín—1a) -- 

pH D(lyt,yt....,yn-Dk pr) (12a) 
differenciálási szabály és a (129) formula k — (n — 1)-re érvényes alakjának 
figyelembevételével — rögtön észlelhető, hogy 


p(x) sz Dn-1(x) SZEzÉ SEN Vg — si We) 


, 


c (12c) 


sbből határozatlan, ill. W(x,) — W, kezdeti feltételes integrálással nyerhető a 


WC) —Ceboe ], ill. W()—wepor (12d, e) 


alakú, ún. LIoUuvILLE-féle formula. A (i12c—e) értelmében a W(x) WRONSKI- 
determináns teíjesen meghatározza az L,[y] — 0 differenciálegyenlet pn. .(x) 
együtthatófüggvényét; megfordítva a pn-1(x) egy állandó faktor erejéig megha- 
tározza a W(x)-et. A (12d, e) exponenciális előállítás egyébként alátámasztja. 
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azt a korábban igazolt tényt, hogy a p,(x) együtthatók folytonossági szakaszán 
és alaprendszerrel kapcsolatban W(x) £ 0. 


6. Pl. Meghatározandó az 
y(x) — (xxx) (—os Tx do) 


alaprendszerrel rendelkező L.(y] — 0 differenciálegyenlet! — A (115) értelmében 


3 2x 3x" v 
Lly1- 0 Wise]. s AA 
11 td Wie] ix e y 7 
l 2x 3x 0 6 y I! 
0 2 2x] 
1 3 12 12 
—m 399 29../7 Paes — gt at! szász ZVRÉ NE száz zzz 
aa (2XGy — xy" 4 12Xy — Igy) ey — yt GY gy 


Látható, hogy a W(x) — 2x? determináns x, — 0 zérushelye valóban az L.[(y] — 0 
szinguláris pontja, mert ott a 

3 12 12 
pe(x) — — a! pi(x) HET Do(x) — BI 


együtthatófüggvények rendre első-, másod-, ill, harmadrendű pólussal rendel- 
keznek. Egyébként valóban 
— ab) —6é  WOJ 
pal as(x) 28  W(x" 


a (12c)-nek megfelelően. 


D) A C)-ben megismert főbb formulák a sűrűn előforduló n — 2 speciális 
esetben így alakulnak: 


y(x) s [vi(29.y.W)]  [Cy(t)A0 ha C50z;acx cb]; (13a) 


W:(x) l yi Yy2 Y ! 17 ; 
L zs —— S —— ii ,  , z y" t- p(x)y - ag(x9)y — 0 (13b 
ely] W(x) yi y. yi y2 y y p( )y g( )y ( ) 
yi y2l yi yYy2 y" 
yiy2 — yi. WC) yiy2 — yeyi 
0) ZÉZSzl KÉL OYNEET KEZTONET a sza Ültá s, X) — Ti? 
pe) yiy2 — ye) W(x) 90) yiy2 — yoyi 
WGJ — Ce-leedix,  W()—wepor (130, d) 


Minthogy — a b) €) értelmében — a W(x) — (y./y) yis ily módon a (13c)-ből 
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rendezéssel és integrálással, közben a C) — C — 1 és C, — 0 választással — az 
1 —Í[p(x) ax 

— yi(x) i —— e dx 14 

val) — 7109 ) agg ői (14) 


előállítás következik. Ez — a p(x) együttható függvény és az y.(x) partikuláris 
megoldás ismeretében — egy, az utóbbitól lineárisan független partikuláris meg- 
oldást szolgáltat, rendszerint kvadratúrás alakban. 


öz ásás MENET . 94, asTRBB .  COSX 
7. Pl.yr 5 ké 5-0 val) e 


Esetünkben a WRONSK1-determináns — a (13c) szerint — 
dx , 1 
Múj szól Tés zik ÖS ses z k 


AC—-—C,—- 1 c(és a C, — 0) választásnak megfelelő és az adott yv.(x)-től line- 
árisan független partikuláris megoldás — a (14) szerint — 


1 — [0 dx cos X 5 a Ea kezi 
X)—YEAX) I — 7 e de——— 1 — . és 
val) — (9 [73 ef sőrz e fé 
. cosxf x 1l,  cosx .dx — cosx , x — 5 X 
— Vx Jcoszx x"  Vzx JESSE je. 970 


Ellenőrzés: 
yi(x) yol) 


yi(x)  y2(x) 


W(x) — 


1 1 . ; 1 1 
— —-Í[cosSx— —cosx "sin x sin? x 4 — cos x " sin xi — — ,. e. d. 
z( 2x "e Tax ) x" d 


ni] Az L.[y] — 0 differenciálegyenlet általános megoldásához ad fontos 
módszertani útmutatást az alábbi 
6. Tétel: Ha ismeretes az L.[y1] — 0 differenciálegyenlet egy y.(x) partiku- 
iáris megoldása, akkor az L,[y] — 0 integrálása egy 
Ln- [u] 7 09 A ga ol9gur? F.. 4 g(9u - go(r)u — 0 


-r-g)] 5 


differenciálegyenlet integrálására vezethető vissza, vagyis eggyelcsökkenthető 
az eredeti differenciálegyenlet rendszáma, a linearitás megtartása mellett, 

Nyilván. minden egyes ismert partikuláris megoldás egy-egy rendszám- 
csökkentést, s ezen keresztül egy-egy lépést jelent az általános megoldás felé. 


7 Közönséges differenciálegyenletek — 44 231/VII."" 
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Ui. tételünk igazolására vezessünk be új 2(x) ismeretlen függvényt az 
L.,[y1] -— 0-ba, mégpedig az 


y-yilodz, azaz 2——-y — [4(9-£0, (aga cx c B(ZB)] (159) 
y1(x) 


lineáris homogén transzformációval. Ezzel 


, ?, .Z 29 47 ep) " 6 n eN ; 
y -yz tyiiz y  —yiz" ht 2yiző - yíz,. ye Ny HE 2(n—k). 


fs 
nó 
o 


(155) 
Behelyettesítve ezeket az (1) differenciálegyenletbe, azt kapjuk, hogy 


L.[y] 5 yző? 7 (1 TT paya] ZENE ET geg Le [v.]z — 0, (15c) 


ahol L, [y. ] — 0 miatt a Z-s tag kiesik. Végül y,-gyel osztva és u — 2" helyette- 
sítéssel élve, nyilván a (15) lineáris homogén differenciálegyenlethez jutunk, 
g. e. d. 

Ha az utóbbinak egy alaprendszere 


Ügy Üszaaás Ünöis (16a) 


akkor a megfelelő megoldásrendszer z-re (z es [a dx miatt) 


zel, 2. [u dx. Zs fu, ÚXsósáag Za f dni dx, (165) 


y-ra pedig (y — viz miatt) 


Yi. Y2— Yi Í u4dx, ys — yi u dx, s ses Yn — yi dni dx. (16c) 


Ez utóbbiról kimutatható; hogy az L,[y ] — 0 egy alaprendszerét képezi. 

Ha az L,[y] — 0 differenciálegyenlet két lineárisan független partikuláris 
megoldása, y1(x) és y.(x) ismeretes, akkor az u — (y/y4)" transzformációval az 
Ln-1[u] — 0-ra jutunk; ezen azonban — ismert u, — (v./y,)" (- 0) partikuláris 
megoldása alapján — a v — (u/u,)" transzformációval újabb rendszámcsökkentés 
aajtható végre, L,-2[v] — 0 eredménnyel. 

E megfontolás ismétlésével belátható, hogy ha egy L,[y] — 0 differenciál- 
egyenlet r számú, lineárisan független partikuláris megoldása ismeretes, akkor a 
differenciálegyenlet rendszáma (r lineáris homogén transzformáció útján) r-rel 
csökkenthető, a linearitás megőrzése mellett. Ha, speciálisan, r — n — 1, akkor 
a rendszámcsökkentések után elsőrendű lineáris homogén differenciálegyenlet 
adódik; megoldása s vele együtt az L,[y ] — 0 általános megoldás elemi függ- 
vényes, vagy kvadratúrás alakban jelentkezik. 
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8. Pl. xy" — 3x?y" 3- 6xy — 6y — 0; yy — x, y, — x?. — Esetünkben — az 
u — (yly1) — (y/x)" transzformációval — írható, hogy 


y — xj u dx, y — (uz dx 7 XÜŰ, y" — 2u -- XI, ye" — 34 -- xi" 
s ezek behelyettesítésével az 


xö(3ú -- xu") — 3x:(3u -- xu) -- 6x (// dx -t xa) — öx a dos, 


xtu" - (3x? — 3x9)u 3- (—6x? 3- 6x?)u 1- (6x — 6x) [a dx — xXu" —0]:x 


differenciálegyenletet kapjuk. Ennek valóban megoldása az uj — (ye/y.) — 
— (x?/x) — x — L, lévén uz — (1)" — 0. Az u" — 0 differenciálegyenlet álta- 
lános megoldása nyilván u — ax -- b, az eredetié tehát a következő: 


y—xfadx— x fax 4 b) dx — x (522 4 bx ke — Ax? 4 Bat 4 Cx. — 


. ] Fontossága miatt külön kitérünk a 6. tétel n — 2 speciális esetére, még- 
pedig a szokásos állandóvariálási felfogásban. Legyen tehát az adott differen- 
ciálegyenlet és valamely ismert egyparaméteres partikuláris megoldása 


Lo[(y] — y7 3- p(x2)y 3- g(x)y — 0, til. y.(x) z Cyi(x).  — (17a,b) 


Feltesszük, hogy egyenletünk általános megoldása előállítható a C variálásával 
nyert 

y(x) — C(x)y(x) [C(x) — ?] (18) 
alakban. Ezt és az 


y7-Cyi-tOy yW7-C yt 2Cy Tt Cyi (18a) 
deriváltakat az L.[y] — 0-ba behelyettesítve, az 


L,[Cyi] — yi. C" 3- (2y1 4 pyy) C-t (pi ht pyi tt gyyC —01:yi,  (18b) 
L.-[yi]sc0 


majd ebből (y) :£ 0-nál) az 
L$ICI Cr [ee (18c) 
1 
(hiányos) differenciálegyenletre, végül a K — C" helyettesítéssel az 


LtIK] z K 3 r(xyK— 0 303 E z 28 1(2) -- p(x) (18d) 


yi(x) 
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elsőrendű lineáris homogénre jutunk. Általános megoldása K-ra nyilván ez: 


yi 
K(x) sz. es Aa AS geg tap) dx sé, dx . ez ú dx ezé 
4 —]pdx n A —ipdx —ipdx 

szigy Ne pa ZGSé megg zzág Bee (18e) 

Jy1 

a keresett C-re pedig a következő: 
C(x) — [ke dx — c] a e dx -- CS; (1 8f) 
1 

benne — láthatóan — két tetszőleges állandó (paraméter) szerepel. A (17a) 


homogén differenciálegyenlet általános KEESYZÉZŐ tehát így alakul: 


y(x) — C(Jyi(x) — Coyi 1 segg káedaK FSB Cuyi 7 Cayaln) - Crag 


1 e e a a — e — hm a e e e 9 mát — e 2 mt e TE e em e e NEEE e A eme ÉN e — gt 5 eh 


(VE Cys 9 FOF; (19a) 
a C, — 1, C, — 0 választásnak megfelelő s y.(x)-től lineárisan független partiku- 
láris megoldás pedig így: 


vala — 109 [7759 


JA Tk dx [y1(x) 0, c ZTx CZ B], (195) 


összhangban a fentitől eltérő úton nyert (14) formulával. Ugyanez az 
l 
0) — 0, 2(0) — —— x T0 TB 19c 


kezdeti feltételeket kielégítő alakban így hangzik: 


f 
-Ípen dr 


yo(x) — 0 [za 3" dé. (19d) 


9. Pl. y" — 2py 1-píy— 0. — Esetünkben az y — e? (2 — ?) alakú 
próbafüggvénnyel (e? -E0 miatt) a 
12 — 2pol -k pi — (4 — p)? — 0 
karakterisztikus egyenlethez jutunk. Minthogy 4), — 4, — po, rögtön írható, 
hogy yj(x) — es, de egy másik, ettől lineárisan független y.(x) partikuláris 


kt Megjegyzendő: 


y2 
91 


, ?, semmik dx 

; — y. W ce b, 

7] EE x0, 40 (yi 0). 
[j 


FC, ( 
yi yi yi 
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megoldást nem tudunk közvetlenül felírni. Az y.(x) a (195) formulával számí- 
tandó, eképpen: 


v.(x) — yi) J ; 


yi(x) 
Az általános megoldás tehát ez lesz: 
y(x) — Cgy.(x) — Coy.(x) — Cjep? 3 Coxeppr — (C) 3 Coxjep5. 


10. Pl. x?y" 4 (1 — 2D))xy" 1- píy — 0. — Most a próbafüggvény y — 
(x — ?); a karakterisztikus egyenlet és gyökei pedig (x- £ 0 miatt) 


szszük 1 űj 
B (/D(x) dx dx ető öö js . e2Pa dx — XxePax 


a(o. — 1) -- x(1 — 2D9) t- pó — 2? — 2poc -t- pi — (x — po)? — 0, xXxI.27— Do: 


Ily módon y.(x) — xP-, egy tőle lineárisan független v.(x) pedig ez lesz [p(x) — 
— (1 — 2D))/x miatt ]: 


l —fochas J j (2p.— 1? jó 
ji SES, aj LONI VENRESENÉ 8 MENA 
yi(x) vit) Ja 5 e dx — Xx rül dx 


(ak ; dx 
— xP [ — : x?-Ddx—xP-) — —x" lInx. 
xx" x 


Az általános megoldás tehát így alakul; 
y(x) — Cgyi(x) 4 Coyo(x) — CoxP 3 Coxr ln x — (C, 4 C) ln x)xr-. 


d) Tételek az in- al Tekintsük ezek után a közönséges n-ed rendű 
homogén diffe- lineáris inhomogén differenciálegyenletet a már említett 
renciálegyenle- I 
tekre 


L.[y] — sz Pxh9gy9z ya ...d4 pX(9gy" hb p(9y 4 p(9y— f(x) (19) 


[Dn(x) E 1, p.(xy és f(x) folytonos, hh. a CxaCb] 
normálalakban. Ugyanez az n — 2 speciális esetben az 
Llyl EY" 4 p(t9gy Tt a(9y — fh) (2a) 
[p(x), g(x) és f(x) folytonos, hah a TC x CBD] 

alakra egyszerűsödik. Az előbbi két inhomogén egyenletnek megfelelő komogén 
egyenletet 

Len] F 2 B0J09 E 19. .F Pb9T tk PL -F polan — 0, (1b) 
illetve 


LÁ(n] z 7 tp th a(9n—- 0 (20) 
módon jelöljük. 
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Most a rájuk érvényes főbb tételeket kívánjuk ismertetni, igazolni (olykor 
n — 2-re szorítkozva) és példákkal szemléltetni. 


RB] Az inhomogén lineáris differenciálegyenlet általános megoldásának szer- 
kezetét állapítja meg az alábbi 


1. Tétet: Az L,(y] — f inhomogén egyenlet y (x) partikuláris megoldásának 
és a megfelelő L.(n] — 0 homogén egyenlet n(x) általános megoldásáriak összege 
az inhomogén egyenlet y(x) általános megoldását szolgáltatja, vagyis 


y(x) — yi() 4 nt) — yi(x) Z Cim) 


(W(x) z W(m.: Ne... MTV aTgxcb (3) 


Éppen ez az ún. szuperpozíciótétel teszi lehetővé, hogy külön foglalkozunk 
a homogén, majd az inhomogén egyenlet általános, ill. partikuláris megoldásával, 
végül ezekből egyszerű összeadással képezzük az inhomogén egyenlet általános 
megoldását. Ez az ún. szuperponálhatóság kifejezetten a lineáris differenciál- 
egyenletek sajátossága. 

Ui. az y1(x) és egy tetszőleges n(x) homogén partikuláris megoldás összege, 


yo(x) - yi(x) ht nk) I m() — pa Crx N(x) (3a) 


. 
ti 


szintén inhomogén partikuláris megoldás, lévén 
L.[y.) - Lay 4 n1—L[y14LÍln] 514057. (3b) 


Ez más szóval azt jelenti, hogy bármely két inhomogén partikuláris megoldás csak 
egy homogén partikuláris megoldásban különbözhet egymástól, azaz y.(x) — yi(x) — 
— m(x). 

Ily módon a (3a) mintájára n(x) helyett (az összes homogén partikuláris meg- 
oldásokat felölelő] n(x)-szel képzett (3) kifejezés is inhomogén megoldás, mert 


L.[y) z L.lyi1 4 n1—L.lyd 4 L[n]8f340 5. (3c) 


Sőt az y(x) 5 yi(x) 1- n(x) bizonyára az inhomogén általános megoldás, mert 
vele bármely 
yW0(x)—y 4-0 I2...n—l1;a cx cb (3d) 


kezdeti feltétel-n-es egyértelműen kielégíthető, lévén az 


n 


yo(x) z y(xo) -k poz Cho) az HV (a Z x a b, W(xo) £ 0) 


3 Cx(xo) — yt — WP(xo) (3e) 
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lineáris inhomogén algebrai egyenletrendszer az ismeretlen C,-ra egyértelműen 
megoldható. A (3) tehát valóban az L,[y] — f általános megoldása, a. e. d. 

. 1. Pl. Határozzuk meg az y" 1- y — ez inhomogén differenciálegyenlet 
néhány partikuláris, majd általános megoldását. — A megfelelő n" 4 n— 0 
homogén egyenlet általános megoldása tudvalevőleg n(x) — C, cos x -- C, sin x, 
Az inhomogén egyenlet egy partikuláris megoldása y1(x) — Ae próbafügg- 


vénnyel y.(x) — - €-nek adódik. További inhomogén partikuláris megoldások 
tehát pl. 
1 1 ; 
yo(x) — 50 H2cosx,  yalx) — 5 e — 3sin x, 


1 . 
y.(x) — 58 — 4cos x 4 5sinx, ..., 
az inhomogén általános megoldás pedig nyilván 
1 . 
y(x) — 5 e" 1- C, cos x 4 C, sin x. 


yI A c) $-ban — a homogén lineáris differenciálegyenlettel kapcsolatban 
— bemutatott rendszámcsökkentő lineáris homogén transzformációsorozat az 
inhomogén lineáris differenciálegyenletnél is alkalmazható. 


2. Tétel: Ha egy L,[y]— f inhomogén egyenlethez tartozó L,[n] — 0 
homogén egyenletnek egy n(x) partikuláris megoldása ismeretes, akkor az u — (y/m) 
transzformáció (majd n1-gyel való osztás) útján az 

Tncalül — 1670 4 gazd... adu 4 aba — JT (9 
inhomogén egyenlethez jutunk. 

Az igazolás teljes egészében a c) 9) szerint halad, csupán az f5£ 0 zavaró 
tag figyelembevételében van eltérés, 

A tétel ismételt alkalmazásával az is belátható, hogy ha az L [n]— 0 
homogén egyenlet r számú, lineárisan független partikuláris megoldása ismeretes, 
akkor az L.[y] — f inhomogén egyenlet rendszáma r-rel csökkenthető. 

Vajon mi a helyzet, ha az L,[y] — f inhomogén egyenletnek ismeretes r számú 
lineárisan független partikuláris megoldása, pl. V15 Vo... V,.? Ez — az előző 
tétel (igazolása) szerint — az 


M7-yY2.—Y: N)2—-—Y3—NYisress — N—1—Y — Yi (4a) 


homogén partikuláris megoldások ismeretét jelenti, ami (lineáris függetlenség 
esetén) csupán (r — 1)-gyel való rendszámcsökkentést tesz lehetővé. 
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2. Pl. xöy" — 3x3y" -- 6xy — 6y — x3; nm — x. — Az m)-beli 8. pél- 
dában a megfelelő homogén egyenletre alkalmazott u — (y/n) — (y/x)" transz- 
formáció eredményét figyelembe véve írhatjuk, hogy 


xu-ex azaz us -cI1. 


e 2 
Általános megoldása nyilván u — 5 -H ax 4 b, az eredeti inhomogén egyen- 


leté pedig ez: 
:2 3 2 
pnferdneafff vered [fe ehe 
— rt 4 Ax? 3 Bxt 4 Cx — yi) -r 169. 


öl Fontossága miatt külön tárgyaljuk a 2. tétel n — 2 speciális esetét, még- 
pedig állandóvariálási felfogásban. E vizsgálatunk szerves folytatása a c) -)-beli, 
homogén lineáris differenciálegyenletre vonatkozó számításnak. Legyen tehát 
az adott inhomogén, és a megfelelő homogén differenciálegyenlet, továbbá az 
utóbbinak egy ismert, egyparaméteres partikuláris megoldása rendre 


Lly] yt POIY TF a(9)y— fe). LÁln] - 7 4 p()n d g)n — 0, 
m(x) — Cni(x). (5a, b, c) 
Feltesszük, hogy inhomogén egyenletünk általános megoldása is előállítható a 
C vartiálásával nyert 
y(x) — Ce)mt)  [CG)— F] (6) 
alakban. E feltevéssel — a c) .)-ban részletezett módon — a hiányos 
L(Cm] z mC" 4 (2m 4 pnyC —f 


majd 9 -- 0-nál a K — C" helyettesítéssel az 


tis (7a) 


LIK1z Kör rt9Kk —sí9 [rím - 222 3 pt, st) z (7b) 


. m(x) m1(x) 
elsőrendű lineáris inhomogén egyenletre jutunk. Általános megoldása K-ra — 
az v) 0)-beli (5a) formula alkalmazásával és az itteni (7b) figyelembevételével 
így alakul: 


K(x) — jatt [fsegeee dx 4C :] s 


BE 72 júli ni 988 ils E 28 zik c.) , (7) 


2 
1711 1 
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a keresett C-re pedig a következő: 
C(x) — f KÖj de f z a-b f füge ék c.) dxHC, (d) 
1 


benne ismét két tetszőleges állandóval (paraméterrel). Az (5a) inhomogén dif- 
ferenciálegyenlet általános megoldása tehát így alakul: 


x 


i l —Ípa 
y(x) — C(x) mi(x) — Cim - Cen] 7 e Ji dx - 


tT hi eő( [fe me 111 " dx) dx - C.ni(x) 4 Cono(x) 4 yi(x),  (8a) 


a C) - C, — 0 választásnak megfelelő inhomogén partikuláris megoldás pedig 
így :" 
fox) ax xXx)da 
yi(x) — mi(x) Já Gő 290( f/edmeget s dx) dx 


[n(x £0 a €xdB]l. (8b) 


Szembetűnő, hogy e formula a c) .)-beli (195) bővített alakja. 
A (8b) formula (változó felső határokkal vett) határozott integrál alakjában 
is felírható, nevezetesen 


. 1 ax (Tr) dr jpco. 119 
va — mo [age [ egér gda zá 
0 
Ez kielégíti az 
yi(0) — y1(0—0 (xx CO0ZB) (90) 


nullfeltételeket, lévén 


0 0 
yi(0) — m(0) "1...— 0, — yi(0) — m(0) -[...- 
J j 


0 
1 
tk m(0) - agg 1" fr 0 (9c) 
0 


Az yi(x) partikuláris megoldás (9a) formulája más alakban 15 írható; neve- 
zetesen — parciális integrálással s közben a WRoNsSKI-determináns ismert 


t L. bővebben FAZEKASs—SÁNDOR [31]. 
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exponenciális előállításának felhasználásával — ezt írhatjuk:? 


SEN 1 
vu) — mi) ee dt [rő — — 


k 


T 


A E a 1 
fex Ce! dr - (8) — dt — 


; s MD mel 
2 f(6) m(ő) fe HON ge E ; 260 1 
jú öli KA ME) 


—— —— e e A em a mee eme 


amely — ellenőrizhetően — szintén kielégíti a (95) nullfeltételeket, 
A most bemutatott formulák gyakorlati és elméleti szempontból egyaránt 
hasznosnak fognak bizonyulni. 


3. Pl. Határozzuk meg az 


2 
Lely] Ey 4 2 50 ösi Ha ina) (x F 0, — 1) 
inhomogén differenciálegyenlet általános megoldását, az n(x) — In x homogén 
partikuláris megoldás ismeretében. — A (8a) formula alkalmazásával írható, 
hogy 


y(x) — Cim Cem [37 5 dx -t- m[ze e ői [ffme dx) dx 


[e elt ln x) :1n x"e?9 d dx 


sz (e In? x —le ln? xdx a] eln? x dx) dx dx. 


ji 
— C, In x -k Colnx [ge úú 


4 ]lnx 


— Cin x Con x( s im 


dx 
In A- e- Ín x. 


— C In x-t Csnx 
Az eredmény (második tagja) — láthatóan — kvadratúrás alakban jelentkezik, 


4. Pl. y" — 2y 4 y — TESSIT , y(x) — ? — Esetünkben a homogén 


tt L. bővebben FAZEKASMSÁNDOR [31]. 
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egyenlet karakterisztikus egyenlete és gyökei ezek: 
A? jösz 24 1- 1 megan (/. Tee 1)? beemai s 419 ke ja 


Ily módon 7j(x) — ez és vele a C(x) — a(7d) formula alkalmazásával — így 
alakul: 


C(x) -[7 ge [frett dx -- Ce) dx 3- C, 
1 


XD— 4X ézet l ; .€ szén 
- [e KEKE z ee? dx CeJárC— [mezt 6] dx tk C, — 
szfjjáa sás e 
— in j BSE TET 2X T Li 
s végül az y(x) — a (6) alkalmazásával — így: 


X 


1 1 
y(x) — m(9C(x) — e Ún j aéSE t Cox Ci) — C, PF Coexjett eln ESZ 


c 1 
5. Plly4y— gyz 969—? — Most mi(x) — cosx, p(x) — UV, 


és velük 


1 1 
C(x) -[ [az x C0SX dx -C Ja TC -[ds kk HC dx FO 


— x tg x 1- Ín cos x 4 C, tg x 3- C,, 


és végül 
y(x) — cos x " (x tg x 3- Ín cos x -- C, tg x 4 C,) — 
— C), cos x 34 C, sin x -- cos x " Ín cos x. 


6. Pl. Határozzuk meg az 


l 


19 9 , Saga ze és zizz á5 
Já e?" cos 2x 


inhomogén egyenlet 
yi(0) — yi(0) — 0 


nullfeltételeket kielégítő partikuláris megoldását. — Esetünkben a homogén 
egyenlet karakterisztikus egyenlete és gyökei ezek: 


22 42145—0, 2..——1-2i, 
a megfelelő partikuláris megoldások pedig 


n1(x) — ezrcos2x [71 (x) — e" sin 2x]. 
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A (9a) formula alkalmazásával a keresett inhomogén partikuláris megoldás így 
adódik: 


val) — mg [ esgösi pú fronoe" MR de] dt — 


Xx 


1 űj 
SES GOÖS DX esse ks ds :" e77T cos 27 " et" dr Í dt — 
Jaz cos? 28 e" cos 2r 7 


U Ú 


N 


1 ; : df 
— e-x cos 2x " [—— . "[ [dr ]d8 — e— cos 2x " [ —— — 
2 
cos? 258 cos? 28 


U [9 


OI jen 


l 
e7Xx cos 2x b tg 2x 7- s Ín cos 2x) § 


Ellenőrizzük az eredményt a (9d—e) formula szerint számítással! 


el] A lineáris inhomogén differenciálegyenlet általános megoldásához szol- 
gáltat módszert, mégpedig a már többször említett , állandók variálásának mód- 
szerét" a most következő 


3. Tétel: Ha ismeretes az L/[y] — f(x) inhomogén egyenlethez tartozó 
L.[11 70 HETES egyenlet 


N69E 2 Creed AWCIE We nezes ind 0; a zxzb (10) 


általános megoldása, akkor a C4aállandók variálásával (LAGRANGE), 
vagyis az 


yt) - PC) [Cd — ?1 (107) 


feltevéssel, valamint (n — 1) önkényes (de célszerű) kiegészítő feltétellel meg- 
határozható az L,[y] — f(x) inhomogén egyenlet általános megoldása, mégpedig 
általában kvadratúrás alakban. 

Ui. a (107) feltevésben n ismeretlen függvény szerepel. Ezek meghatározásá- 
hoz n egyenlet szükséges, viszont a (107)-nek az L,[y] — f(x)-be való behe- 
lyettesítése csak egyet szolgáltat. A többi (n — 1)-et lényegében önkényesen 
adjuk meg, de olyan célszerű módon, hogy az y(x) deriváltjai, s rajtuk keresztül 
a transzformált differenciálegyenlet és esetleges megoldó képlete minél egysze- 
rűbbek legyenek. 

Lássuk most e kiegészítő feltételeket (k. f.), az y(x) deriváltjaival kapcsolat- 
ban (rövidség kedvéért a független változó kiírását és a szummajel betűzését 
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mellőzve): 
y-2Cmt ZOON X72CIKT OZ Cho ts (10a) 
ee tl Tee, man 
50(1.K.f.) z0(2.k.f.) 
yb — Ce b 2 Cr, 9 — 2 CW 2 Cim 
mtv al 


7-0 (n—1-edik K. f.) 


Egyszerűsítő feltételeink eredményeként az y,y", ..., yW" derivált 2n, 4n, . . ., 
2(n — 2)n — 2n? — 4n tag helyett egyaránt csupán n tagot tartalmaz (mint 
maga az y), ti. e feltételek a C.(x) ismeretlen függvényekre , konstansszerű" 
magatartást írnak elő. 

Az L.[y] — f-be behelyettesítve a (107) függvényt és (10a) deriváltjait, 
az L.([nr] — 0 körülmény figyelembevételével a 


2 Ck" Delml-k 2 Ce 0-2 Cr —f (105) 
inhomogén lineáris egyenlethez jutunk. Ez, a már említett 
2 CMR70  2CM 70... 2 CD 0 (10c) 
1 2 n—1 


homogén lineáris egyenletekkel együtt, egy n egyenletből álló és n ismeretlent 
(ti. a CI, Cs, . . s; Ca ismeretleneket) tartalmazó inhomogén lineáris algebrai 
egyenletrendszert képez [a (10b)-t célszerű utolsó, -edik egyenletnek tekinteni ]. 
Egyenletrendszerünk egyértelműen megoldható, mert determinánsa, 

D — det [ax(x)] — det [177269] z Win . . s ks c e es Mr) E W(G) 40 

kel dsg üt ÜZXZDI (10d) : 

Az így nyert 
C; — gy(x) megoldások C, — ( g.(0) dx — G()--K, (k—1,2,...,n) (10e) 
határozatlan integráljai szolgáltatják a keresett C.(x) függvényeket. Ezeket a 
(107)-be visszahelyettesítve, az 

y(x) z 2 C(x) n(x) — 2 Kenr(x) -—- 5 G(x) mx(x) Zz n(x) Hy)  (10f) 
kvadratúrás alakban nyerjük az L,[y] — f inhomogén differenciálegyenlet álta- 


lános megoldását, az 1. tétel szerinti szerkezetének egyidejű felismerésével, az 
n(x)-ben n tetszőleges állandóval (paraméterrel), a. e. d. 


7. Pl. Állítsuk elő az y" — y — e? inhomogén differenciálegyenlet álta- 
lános megoldását az állandók variálásával. — A megfelelő homogén egyenlet és 
megoldása a következő: 

7" — ny s: 0; 49 — A — A(47? — 1) —0, 1 s 0, Ao.3 — HSZ ek 


n1(x) —e—-l1I, n(x—e, nk) — er; n(x) — CT Cser - Cser 
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Az inhomogén egyenlet megoldását 
y(x) — C1(x) HF CX9Je a Cs(xjJer,  Cr(x) — ? 


alakban keressük. Deriváltjai — a (10a) kiegészítő feltételekkel — az alábbiak: 


y —-C :"03Ce—Ce, Ci b eCs5 2 el; 0 
y" — Ce 2 Cse7:, eCs —- el — 0 . 
y" C ex — Ce" -b Cser 3- Cser? 


A behelyettesítési egyenlet — a (105) szerint — így alakul: 
[C(m — m) FCe(n — nm) tk Cs(m3 — 13)] 4 0 : Ci 4 eCs - e—Cz — ex, 
seen e] ——r]ő——ŐőŐŐŐgne—e ye eemeeeammya 
5-0 
Az így nyert inhomogén lineáris algebrai egyenletrendszer megoldása eképpen 
adódik: 
l e, e" 
D — W(g—-lI0 e —eT"] — 1(ex : e—x -k ex ": ex) — e? 3 e — 2 -£ 0; 


0 e  e-k] 
0 ex eri 
, B, 1 e2x o o 0x 
Cs—-D 7310 ez —e — 7 (—e— e) — ez, 
e2x ex e—x] 
ji 0 e7r 
B, 1 ha 
Cs—-5—-3]0 0 —e[—3(0te)j—ze, 
10 e2x ex 
il e 0 ! 
, B l ! 1 
Cs—p 73]j0 e 0 [—3(6—0—zeés 
JO ez e2] 


C  (x) — — je dx — —s ez tK,, C.(x) — 3 e dx — k. i- K,, 


C ,(x) — 3 [e dx — a e tt K;. 


Inhomogén differenciálegyenletünk általános megoldása tehát ez 
y(x) —C (9) 1-4FCo(x) tet C 5(x) " ez — K, Tt Kve 3- Ke" 7- 


k 1 
-- - sem hzese 527) — (Ka 7 Ket 4 Ker) zek — n(x) 4 yi. 


€] Fontossága miatt foglalkozzunk külön a 3. tétel n — 2 speciális esetével! 
Legyen tehát az adott inhomogén és a hozzá tartozó homogén differenciál- 
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egyenlet 


L[V1 E y" 4 p(t9gy F a(9y— fd), ill. L.[n] z ny 4 p(dm Th a(odn — 9. 


(1la, b) 
az utóbbi általános megoldása pedig 


n(x) — Co mi(x) t Conelx) [WC6)— Wímnm.n]Fr0 acTxdcbl. (11c) 
Az L.[y1 — f általános megoldását — a C,, C, állandók variálásával — 


 3(2) — CI m() - Ce(Adneld] C49—? (19 
alakban keressük. Deriváltjai — a kiegészítő feltétellel — a következők: 
y-Cmt Con Cim-t Csne — 0, (12a) 
y" — Cim Tt Con TF Cim -k Csen. 
Ezeket az L[y] — f-be behelyettesítve, az L[n) zs 0 figyelembevételével a 
C, "LAm]-4 Co": Edlnel tk Cim a Con — f (125) 
egyenlet adódik. Ily módon a C5, C5 ismeretlenekre a 
Cim Tt Cen70 
Cim - Cem — f 


inhomogén lineáris algebrai égyenletrendszert kapjuk. Ez egyértelműen megold- 
ható, mert determinánsa, 


(12c) 


D-]" "2 zs Wlm.nd5z WG)--0 (acxchb). 
Mm o  9i 
Megoldása — a CRAMER-szabály alkalmazásával — így alakul: 
, 110 nm Ín2 ,  1]m 01 Ím 
, SSE FEE hg Cls sás ; -— -k ra (12e) 
.W J ne W Wim f Hi Ww 
Ezek határozatlan integrálásával, vagyis 
——— (ICdnk) — , ffrdm) j 
C (x) zs ű W(x) dx lg sz Ku C ,(x) Bá -t- W(x) dx -- K , (12f) 


módon nyerjük a keresett függvényeket. . 
Ezeket a (12)-be visszahelyettesítve, a következő alakban kapjuk az L([y] — 
— f(x) inhomogén differenciálegyenlet általános megoldását: 
y(x) — C.(x) m(x) 4 Co(x) n(x) — Kimi(x) - K,no(x) — 


— mt ge dr ma [ge ák 7 (9 vala) (130) 


[W(x) — ni(x) ne(x) — n(9dnt)r0 acxdcab] 
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a K, — K, — 0 választásnak megfelelő inhomogén partikuláris megoldása pedig 
így: 
ENNEK f(x) ne(x) f(x) n(x) 
val) — — ml [gy dr mel [79 d 
[W(x) 4 0] (135) 
E formula változó felső határral vett, majd célszerűen összevont alakban is 


felírható eképpen: 
mi()  neló) ! 


sz TE £ on ge i 100) 2) Í 
ői 1 mal) 


Ez az inhomogén partikuláris megoldás kielégíti az 
v(0) — yí(0) — 0 
nullfeltételeket, lévén 


yi1(0) — — n1(0) : f . .. 6 (0) jÉ ..— 0, — yi(0) — —yi(0) d Ézs 
0 0 Ü 


— ató) TR -- 940) - f.. met0) taj 7 0 134—0) 


0 
A (130) formula — láthatóan — megegyezik a ő)-ban más úton, mégpedig egy 
állandó variálásával, de kiegészítő feltétel nélkül nyert (9d) formulával. 
8. Pl. Határozzuk meg az 


A 2 B 
L.[y] sy—-.ytay-xsnx (x 5 0) 


inhomogén differenciálegyenlet általános megoldását, az állandók variálásával. 
— A homogén egyenlet megoldása, n — x"(z£ 0) próbafüggvény alkalmazásával: 


a(x — 1) — 2a -- 2 — a2— 324 2—0; aj—l a, — 2; 


ml) —x,  n2(x) — 0; n(x) — C.x £ Cső; W(x) — a e ja 


Az inhomogén egyenlet általános megoldása — a (13a) formula alkalmazásával: 


2 
v0) — Kx Kt ex f ESEK dr e [551 Kkat Ket 


-k x(x cos x — sin x) -- x2(— cos x) — K.x tt Kx? — xsin x. 
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9. Pl. Megállapítandó az y" — 2y" 4- y — inhomogén diffe- 


(1 — ajó 
renciálegyenlet v(0) — yi(0) — 0. nullfeltételeket kielégítő partikuláris megol- 
dása. — A homogén egyenlet megoldása: nm — e?(sE 0) próbafüggvény alkal- 
mazásával; 

42 — 2441—-0—1?—0, 4 —49—1I; m()-—-e,  nd(x)—xe 
(vö. a 4. példával), W(x) — ez sk 0, 

A keresett inhomogén partikuláris megoldást a (13c) formulával számítjuk, 
eképpen: 


ef e" " et ( et-et ke 
0 


— ref —0—1 "d hi 1 
0 0 
tal) e[nysz— s 
Ellenőrzés: y, (0) — eXln 1 — 0) — I(0 — 0) — 0, 


v1(x) — 


10. Pl. y" 3- w?y — f(x) .y(0) — y (0 — 0. — Esetünkben a homogén 
egyenlet általános megoldása 


színt sees ezet [; yi(0) —e(—ln1—0-t1) — 0. 


n(x) — C), cos wx 4 Cssinwx;  —  W(x) — w. 
A keresett partikuláris megoldás — a (13c) formulával — így adódik: 


yilx) — - [8 97753 [ED mer) — melő) md] dé — 


x ; I 1 2 
- fő (cos wé sin wx — sin wé cos wx) d§ — 58 sin w(x — €) dő. — 
iz 0 


9] Végül az inhomogén lineáris differenciálegyenlet zavaró függvényével 
kapcsolatos az alábbi 


4. Tétel: Ha y.(x) és y.(x) egy-egy partikuláris megoldása az L.[y] — f(x), 
ül. az L.[y] — fo(x) differenciálegyenletnek, azaz 


L.[y(91 5 fi), il L.[y.09] 5 fo), (14) 


7 Közönséges differenciálegyenletek — 44 231/V1I."" 
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akkor y(x) 3- y.(x) szintén partikuláris megoldása az L.[y] — f(x) 1 fX(9 
differenciálegyenletnek, vagyis 


L.[y(x) - yol] — f(x) a feln). (147) 
Ui. az L, differenciáloperátor összegtartó - tulajdonsága, valamint a (14) 
azonosságok alapján írható, hogy 


L.[yi(2) 1 y(91 — L.yi(91 -- L[yo(9] — f(x) 4- folx), a. e.d. (147) 
Tételünk nyilván azon általánosabb esetben is igaz, ha 
Lolyi(x)1 — fi(29, . . s, LAYi(x)1 — f(x) . . .. ELAIYm()] — fmn() (159 
mégpedig a következő alakban: 
L, p3 v.o ] — SLIyi(91 z 5 f(9. 157) 
1-1 ( E ! 1—1 


E tételre többek között az állandó együtthatós lineáris inhomogén differen- 
ciálegyenletnél fogunk támaszkodni, 


11. Pl. y" 3- y — cos 2x. — Esetünkben 
e?ix -- e7?ix 


cos 2x — 5 


7 l .. 1 B 
, — tehát f(x — ciáli ; f(x) — ze 


A megfelelő inhomogén partikuláris megoldások 
yi(r) — Aetix, — ill.  y.(x) — Ber? 


próbafüggvénnyel és [(--27)? -t- 1] " A —: figyelembevételével 


(9) —— zett, ill yol) —— zer 


alakban adódnak. Tételünk értelmében tehát az adott inhomogén egyenlet egy 
partikuláris megoldása ez lesz: 


1 1 j 
yi(x) 4 yol(x) — — s ss rriábáli BGLKÉ VEGNSGEE : SEZÖKE KED ÖSEEE hee 2Xx, 
amit egyébként a 


1 
szol sbője 1) cos 2x — cos 2x 


behelyettesítési azonosság is igazol, 


3. §. A LINEÁRIS DIFFERENCIÁLEGYENLETEK FŐBB TÍPUSAI 


a) Másodrendű, al A lineáris differenciálegyenleteknek a műszaki 
KEST vi alkalmazások szempontjából legfontosabb típusát ép- 
egy atós § ; s É ölt áseBE ász dd . tása VAN 
hostágének pen az állandó együtthatósok képezik. Közülük is ki- 


emelkedik jelentőségében a másodrendű homogén és 
inhomogén, főleg rezgés- és villamosságtani vonatko- 
zásai miatt. Tárgyalásunkat tehát ezek beható vizsgálatával célszerű kezdeni, s 
utána térünk majd rá a lényegesen magasabb algebrai apparátust mozgató 
magasabb rendűek rövid ismertetésére. 

A lineáris másódrendű, állandó együtthatós inhomogén differenciálegyenlet 
normálalakja a következő: 


Ldy] s y" 3 pay Tt gy — f(x) (Do: go valós, const), (1a) 
a megfelelő homogéné pedig: 
L(n E 7 3 pon 3 9gn70 (Pos do valós, const) (15) 


A 2. § d) 8)-beli szuperpozíció-tétel lehetővé teszi, hogy először a homogén 
egyenlet általános megoldásával, majd az inhomogén egyenlet egy partikuláris 
megoldásával foglalkozzunk, a kettő összegeként előállítható inhomogén általános 
megoldás megállapítása érdekében. 


B] Tanulmányozzuk tehát először az 
L.[y] — y" 3- pg tt 9y—- 0 (Do: do valós, const), (2) 


normálalakú lineáris másodrendű, állandó együtthatós, homogén differenciálegyen- 
letet." Mint mindjárt látni fogjuk, hogy a (2) mindig megoldható elemi függvé- 
nyekkel, zárt alakban, mégpedig kvadratúra nélkül, tisztán algebrai műveletek 
segítségével, Egyébként a (2) általános megoldásához elegendő két lineári- 
san független s így alaprendszert képező partikuláris megoldást megállapíta- 
nunk. 

Állítjuk, hogy a (2) homogén egyenletnek mindig van (alkalmas 4 állandók- 

kal képezett) 
yzek (7 ?) (39) 
$ Az 7 jelölést, mint eddig is, csupán inhomogén egyenlet esetén használjuk, a 

homogén egyenlet megoldásának megkülönböztetésére. 
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alakú, ún. exponenciális megoldása." Belátására elegendő ezt az y-t és 
y —dex, yo Me (3b) 

deriváltjait a (2)-be behelyettesíteni, s tőlükt" a (2) azonos kielégítését megköve- 
telni, eképpen: 

L lep] - ex " (2? 3- pol 4 99) 5 0. (3c) 
Ami a szorzatalakú bal oldal első tényezőjét illeti, e? 5£ 0 (sőt bármely véges 
a € x 2 b szakaszon e? -- 0); kell tehát, hogy a bal oldali második tényező — 
az x-től függetlenül — zérus értékű legyen 


i K 2(4) s 4 4 p4AT 9 — 0 (Po. do valós) (4a) 
módon. s 
Az így nyert, 1-ban másodfokú algebrai egyenlet a (2) homogén differen- 
ciálegyenlet ún. karakterisztikus egyenlete, Szembetűnő, hogy ez a (2)-ből 
nyomban felírható, mégpedig az y ismeretlen függvény és deriváltjai helyett a / 
ismeretlen állandó ugyanazon kitevőjű hatványait véve (vigyázat: az y s y0- 
nak 49 — I felel meg!). A keresett A értékeket nyilván a (4a) egyenlet alábbi gyökei 
szolgáltatják : 


SSE 
na Be £— a 7 szVD: (4b) 
E 4 értékek mellett a (30) valóban azonosan (minden x-re) kielégül, lévén 
L lee] s ereK (4) —es:05z0 (i— 1,2). (4c) 
Megállapíthatjuk tehát, hogy 
y.— er és y.—-— d (Sa, b) 


valóban partikuláris megoldásai a (2) homogén differenciálegyenletnek. 

Kérdés ezek után, hogy az (5a, b) partikuláris megoldások alaprendszert 
képeznek-e; ha igen, milyen feltételek mellett; létezik-e esetleg az e?-től eltérő 
alakú partikuláris megoldás is. E kérdésekre válaszolandó, vizsgáljuk most a 
(2) homogén egyenlet (5a, b) partikuláris megoldásainak alakulását, a (4a) 
karakterisztikus egyenlet 


2 
D:?— go (6) 


diszkriminánsának három lehetséges esetétől függően. 
yi 1. eset:D 5 0. Ekkor a (4a)-nak két különböző valós gyöke van, 
mégpedig — a VD zs v (-- 0) jelöléssel — 


nezőtVD zött v. (Ta) 


II 


kt Számos korábbi példa során is meggyőződhettünk erről! 
kt Mint általában a differenciálegyenlet egy megoldásától és deriváltjaitól. 
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A nekik megfelelő 
vi(x) mem zeérnz és yo(x) — ele — eb-m (7b) 


partikuláris megoldások nyilván lineárisan függetlenek, s így alaprendszert 
képeznek, lévén 


yi — el — előt zt Celx — Cet0—nx — p,, — azaz  erzECe—-r, (70 


vagy a WRONSKI-determinánssal kifejezve 


, Ax do 
was eV la ax 
4! yi yol Aeée Aeten] 
— PA Ax (As — A) z — 2velőx sz 0, (7d) 


bármely véges (a, b) szakaszt vesszük is alapul. Esetünkben tehát a (2) általános 
megoldása — különböző alakokban — eképpen írható fel: 


y(x) — Cel -- Ces — esx (Ces 3- Coe—rm) — 
a. e (ch vx 4 sh vx) 3- C.(ch vx — sh vx)— (8a) 
— eö[(C, -k C) ch vx -- (C, — C ,) sh vx] szt 
s e(kyevüx Th És5A VX). 


Ebből az 
y(0)— Vo, — y(0) — yo (8b) 


kezdeti feltételpárt kielégítő partikuláris megoldás így nyerhető: 
yo(0) — 1" (K, 2 0) — yos, yo(0) — 1 : (ök, 34- VK, 2 0) — ya, 


K, — yos TE h volx) — et [yo chax 2 BTK 0 ÓVogh vx ve] : (8c) 


v 


1. Pl. y" — 5y" 3- 6y — 0. — Karakterisztikus egyenletünk és gyökei most 
22 an 54t6-—-0; (D— 2,5?— 6 — 0,25 5 0); 
442—6 41 Tt4—5; 472  429— 3; 
egy alaprendszer és az általános megoldás pedig: 


3) 
vb) — en, lme; -VD-3, 8-—9— 9]; 


ló j 
y(x) — Cye2x -- Cser — e" cé -t C,e 7) — 


— e(x.chő t K,sh 9jE 


102 3. §. A LINEÁRIS DIFF. EGYENLETEK FÖBB TÍPUSAI 


A (8b) feltételeknek megfelelő partikuláris megoldás ez lesz: 
ks x x 
yo(x) — e? [yo ch 5 -k (240 — 549) sh 0] . 
I ő] 2. eset:DC0. Ekkor a (4a)-nak két konjugált komplex gyöke van, 
mégpedig — a V—D z w (-- 0) jelöléssel — 
ha — ő 4 VD — 3V—1-(—D) — ő 1-iV-D z ő tt iw. (9a) 
A nekik megfelelő (s az EULER-relációt is felhasználó) 
yi(x) — ex — eftinkx — esx(cos wx -t i sin wx), (95) 
yo(x) — ej — e—ink — efx(cos wx — i sin wx) 


(komplex) partikuláris megoldások nyilván alaprendszert képeznek, lévén bármely 
véges (a, b) szakaszon 


etox —§ Ce—ax, vagy W(x) — ett (1, — 4) — —2iwe2ő: a 0, (90) 
A fentiek mellett az 
yi(x) — Re y (x) — Re y.(x) — ef" cos wx 


I (10a) 
yulx) — Im yi(x) — — Im yo(x) — ep sin wx 
valós függvények is partikuláris megoldások, mert 
0 5 L[y())] — LA) A ivut9] — LLyi(91 -- IL Ayu] 
miatt 
Ldy.Co9ls 0. Ldynt)] s 0, (10b) 
sőt alaprendszert is képeznek, lévén bármely véges szakaszon 
öx Öx cí 
WC) — ex cos w0x j j e" sin wx — ge2őx aa 0. 
I e( ő cos wx — wsin wx) eér(ősin wx -t w cos wx) 
(10c) 


Esetünkben tehát a (2) homogén egyenlet általános megoldása — különböző 
alakokban — így adódik: 


ye) — Cjey 4 Ce — esx(€ jelox 4- Cerisx) — 


e9x[C (cos wx -- i sin wx) 4 C. (cos wx — isin wx)] — 
— es[(C, 34 C,) cos wx 4- i(C, — C,) sin wx] — 
— e9x(K, cos wx -b K, sin wx). (11a) 


Az itteni K,, K, tetszőleges állandók komplexek is léhetnek, Ha azonban a 
konkrét alkalmazási (pl. rezgési, elektromos) feladatban csupán valós általános 
megoldás, s így csak valós K,, K, jöhet szóba, akkor ez könnyen elérhető a 
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C, és Cs (tetszőleges valós és képzetes részű) konjugált komplex számpárként 
való felvételével, mégpedig célszerűen 


1 ; 1 j 
C, — 5(X.— ik), Cs 5 (kir ikg) 


Gő ek CSS OJ 


módon. Végül említésre méltó, hogy a 


K 
-VETTKE 9—arctg yi (13) 


új (polárkoordinátás) paraméterek bevezetésével az általános megoldás az alábbi, 
ún, fázisszöges alakra is átírható: 


y(x) — erk) cos wx -k K, sin wx) — Ke? (e COS WX ty sie E sin ax) — 


— Ker(sin p cos wx 3- cos p sin wx) — Ke? sin (wx -t- 9). (14) 
A (8b) kezdeti feltételeket kielégítő partikuláris megoldás a (11a)-ból ekép- 
pen nyerhető: 
y(00—1:(K.--0— yo,  y(0) — 1: (ök; -- ok; -- 0) — yo; 


K, — yo; jesz d; yo(x) — et [o cos ax 4 E "six . (115) 


2. Pl. y" 4 2y 1-5y — 0. — Karakterisztikus egyenletünk és gyökei 

most: 

22.424t5—0, 2..——13VI—5——1-1-2i (5——1,wÜ2). 
Egy komplex alaprendszer tehát: 

yu(x) — elm — et-ir 20,  ye(x) — etrr — el-e [W(x) — — 4ie-2 ca 0], 
egy valós pedig: 

yi(x) — e? cos wx — er cos 2x, — yn(x) — ep sin wx — e—" sin 2x 
[W(x) — 2e-5 - 0]. 


Ezek felhasználásával differenciálegyenletünk általános megoldása — különböző 
alakokban — így adódik: 


y(x) — Cjel—Ir20x g Cet—1—2dx — e—x(C elix - Ce—2ix) — 
— e—fC (cos 2x -t i sin 2x) 4- C. (cos 2x — isin 2x)] — 
— e7T(C, t C,) cos 2x 3- (C, — C,) sin 2x] — e7((K) cos 2x 4- K, sin 2x) — 
— Ke-"(sin p cos 2x t- cos p sin 2x) — Ke-" sin 2x, 
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A (8b) feltételeket kielégítő partikuláris megoldás ez lesz: 


yo(x) — e ( Yo cos 2x -- MAZSó sin 2) § 


e] 3. eset: D— 0. Ekkor a (4a)-nak két megegyező valós gyöke van, 
mégpedig 


A s 4 — A s öz. (15a) 


Ennek ismeretében csak egy lineárisan függő partikuláris megoldássereget 
tudunk felírni, mégpedig az 


za Bos 
yi(x) — Cer — Cer— Ce ? (150) 


függvényből tetszőleges C konstans faktorral képzett egyparaméteres függvény- 


sereget, 
Ily módon egy alaprendszer nyerése érdekében keresnünk kell egy, az 


y1(x)-től lineárisan független partikuláris megoldást. E feladatot a c) e) (195) 
formula segítségével oldjuk meg, eképpen: 


22 l —fwdax [ / Wo(x) s 
yol) — y.(x) TEJ dx S B via) ) Tátj dx — 9 (159) 


zs ez ( 5 e-Pe dx — al) zös dx — ez [err dx Es ez (1dx— xés, 
ahol valóban bármely véges szakaszon 


wolt) — ed si üli — ex — e-Px 0, — (16b) 


Aelx  elx(1-k 2x) 


Esetünkben tehát az 
y(9 — er y(9-xer (4 — ö — —py/2) 


partikuláris megoldáspár alaprendszert képez, s vele az áltálános megoldás így 
alakul: 


y(x) — Cser ht Coxex — eM(Ci -k Cox). (179) 

Ebből a (8a) kezdeti feltételt kielégítő partikuláris megoldás így adódik: 
y(0) — 1-(C -- 9) — ya y(0) — 1 " (öC, 4 Cs. 0) — yo; Ci — yo Ce — yo — 
yo(x) — ér[yo tk 0 — ÖV]. (170) 
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3. Pl. y" — 4y" 3- 44 — 0. — Karakterisztikus egyenletünk és gyöket 
most: 
42— 444 4—(— 2-0,  4— öő—4—212 6-2 (D-— 0). 
Differenciálegyenletünk egy alaprendszere és általános megoldása tehát ez lesz: 
y.(x) — ez, y.(x) — xe?x, ill. y(x) — e2x(C, t Cv,x), 
a (8b) feltételeknek üsesfelelő partikuláris megoldás pedig ez: 
yo(x) — ez[yo TF (wo — 294o)x]. 


Ezzel a (2) homogén differenciálegyenlet általános megoldásának problémá- 
ját teljes egészében tisztáztuk. 


b) Másodrendű, al Térjünk rá ezek után az 
állandó u 
együtthatós TESTEKET TES NE SG KENE 
inhomogének ely] zy" ht Dpoy Tt goy — f(x) (18) 


(Dos do Valós const, f(x) folytonos, ha a 2 x c b 


normálalakú lineáris másodrendű, állandó egyűtthatós inhomogén differenciál- 
egyenlet tanulmányozására. 
Tegyük fel, hogy az a) alapján már előállítottuk a (18)-hoz tartozó 


L.ln]E 7 1 por Tt gr — 9 (19a) 
homogén egyenlet általános megoldását, mégpedig 
A. TA (DO) esetén m(xy— Ceér il ek (195) 


[W(x) — ett. 2,— 1940), 
1 4, s4A4 (D-—-0) esetén nm(x) — eér(C, 3- Cox) (19c) 
[4(x) — em PO] 


alakban. Most — a szuperpozíció-tétel értelmében — a (18) inhomogén egyenlet 
egy pártikuláris megoldását kívánjuk megállapítani, 


I" E célra — tetszőleges folytonos f(x) esetén — az állandók variálásának 
módszerét szokás alkalmazni. Mint a 2. § d) 0€)-ban láttuk, e módszerrel — az 


yi(x) — C.(x) mi(x) - C(x) nel) (20a) 
(WC) 70] 


próbafüggvény behelyettesítése és egy kiegészítő feltétel érvényesítése nyomán 
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(K, — K, — 0 választással) — az 


J(x) ne(x) 
. WC) 


inhomogén partikuláris megoldás nyerhető, Lássuk tehát, égő :konkretizálódik 
ez állandó együtthatós differenciálegyenletünk viszonyai között! 

A 414 (D7 0 esetben —az 7 (xx — er, n(x) — er és W(x) — 
— (4, — A Jea t9x figyelembevételével — írható, hogy egy inhomogén parti- 
kuláris megoldás 


dx -k no(x ) EG dx 


yi(x) — — m1(x) 709 (20) 


HA e? x f( x) e/ex ejex f( x) ejhx 
ÉSZ hazajó vesse HA Iezrsszrr Cello kamtb MESE máj [rt Tz mr dal 
— 7 : 5] je J f(x)e— dx — ete [oder rd] ; (21) 
15" 92 

az y(0) — y(0) — 0 feltételeket kielégítő pedig — a 2. § d) () (130) szerint — 
yol) — ri F(E) [ee—0 -— etelt] dé — (210) 

— 5 J KÖ shv(x— d; [ —5 ff090-0sinotr— DdE. (cd) 

0 


ha 415.— ötv (D5 0), j ha 41p.— ötiw (D ca 0. 


A 451) S541(D-0 esetben — az nj(x2—-— e m.(x) — xek és 
W(x) — es figyelembevételével — ugyanezek 


y1(x) — — et f f(x)ersx dx 3- xex Í f(x)er dx, (229) 


illetve 
val) — f/ee-0 (x— B) dő Cin ti [OSZ 109 (22b, 2) 


módon alakulnak. Látható tehát, hogy a (18) inhomogén egyenlet egy partiku- 


láris megoldása tetszőleges folytonos f(x) zavaró függvény esetén általában 
kvadratúrás alakban jelentkezik, 


II", Olykor előnyösebb egy állandó variálásáva! dolgozni, vagyis — a 
2. § d) 09-ban tanult módon — az 


yi(x) — CG) ml) (239) 
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próbafüggvénnyel, de kiegészítő feltétel nélkül (C, — C, — 0 választással!) az 
vi — mee [dc az) az (238) 


inhomogén partikuláris megoldást kiszámítani. Lássuk most, hogyan konkrétizá- 
lódik ez állandó együtthatós differenciálegyenletünk viszonyai között. 

A A) 4 (D-530) esetben — az n(x) — er, p(x) — po. Az 2-7 
— — po, figyelembevételével — írható, hogy 


yi1(x) e ete erre: [fedezetre dx) dx, (24a) 
a 44 —4. s A (D—0) esetben pedig — a 24 -- pp — 0 körülményre 
való tekintettel — az, hogy 


s e ex f/ [fede dx] dx. (245) 


E formulák is mutatják, hogy a (18) inhomogén egyenlet egy partikuláris meg- 
oldása — tetszőleges folytonos f(x) zavaró függvény esetén — általában kvadra- 
túrás. . 


1, Pl. y" — 4y" 3- 4y — (x 5 11). — Esetünkben a karak- 


TETT 


terisztikus egyenlet és gyökei ezek: 
4? —44-t-4—(1—2?-—0 4-4 541—2 (D-0,, 
a homogén differenciálegyenlet egy alaprendszere és általános megoldás tehát: 
n1(x) — ex, n.(x) — xe7, ill. n(x) — (C, -- Cox)ez. 


Az inhomogén egyenlet egy partikuláris megoldását itt célszerű egy állandó 
vartiálásával, vagyis 


yi(x) — C(x) mi(x) — C(x)ez (C, — C, — 0) 


feltevéssel keresni. Ez — a (24b) formula alkalmazásával — eképpen adódik: 


v.8— er [([7 7 1—z2]a-e[([[ő" x) - 


—2x 
— eXxÍíl.- (arcsin xdx — em[xarcsinx 4 - 77] 
BE KS ÉSZÉREEET 2) VI —xz ká sg x? 


— e2x(xarcsin x 3- KI — x3). 
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Az általános megoldás tehát ez lesz: 


y(x) — n(x) 4- yi(x) — e2(C) -- Cox) 1 e2x(x arc.sin x 4 VI — x2). 


B] Az a)-ban a (18) inhomogén egyenlet egy partikuláris megoldására leve- 
zetett integrálformulák szinte kézenfekvővé teszik a következő kérdést: talál- 
ható-e olyan folytonos f(x) zavarófüggvény-típus, amelynél az y1(x)-re fentebb 
konkretizált integrálformulák elemi függvényekkel, zárt alakban kiszámíthatók, 
sőt eredményük szerkezete előre megadható (csupán az együtthatókra szorítkozó 
határozatlansággal). 

A (24a, b) formulák és némi integrálszámítási rutin alapján ilyen függvény- 
típusnak gondolható tetszőleges exponenciális függvény és polinom szorzata és 
ilyen szorzatok összege. E sejtés helyességét támasztja alá az alábbi nagy jelen- 
tőségű 

Tétel: Ha a (18) alakú lineáris másodrendű, állandó együtthatós inhomogén 
differenciálegyenlet zavaró függvénye 


f9 — B (x)e z (cp h- cx -k . . . -b CmxT)jer (25a) 
(a tetszőleges valós vagy komplex szám) 


alakú, akkor a £18) inhomogén egyenletnek mindig van egy 


y(9) — XR(ge z ekor kxTt ...-F kmxT]e  (kp— §)  (25b) 


alakú partikuláris megoldása, ahol r z 0 a karakterisztikus egyenlet a. gyökének 
multiplicitása, vagyis" 


( 0, ha x 4 FA 5 
Mzzlő 1, ha c — 4) F 4; h.-—B2V8— a] (25c/ 
i 2, ha a — 4-4, 


az R,(x) pedig a P,(x)-szel megegyező fokszámú (m-ed fokú) polinom, de 
ismeretlen együtthatókkal, Az utóbbiak (ko, ki, . . Km) számértékét a határo- 
zatlan együtthatók módszerévelt? állapíthatjuk meg. 

A (25a) alakú zavaró függvények esetén tehát kvadratúrák nélkül, csupán 
racionális egész műveletek segítségével nyerhető a (18) inhomogén egyenlet par- 
tikuláris megoldása. A szóban forgó speciális esetet egyébként a (18) inhomogén 
próbafüggvényes (ún. Ansatz-os) esetének szokás nevezni. Az igazolás előtt 


tt A két 4 közül bármelyiket jelölhetjük 1-es indexszel. 
kt Ezt a racionális törtfüggvények integrálásánál ismertük meg. 
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még egyszer hangsúlyozzuk tételünk kiemelkedő jelentőségét, a műszaki (főleg 
rezgéstani, villamosságtani stb.) alkalmazások szempontjából. 

Ui. igazolásra — a szokástól eltérőleg — a (24a, b) formulákat fogjuk fel- 
használni, hangsúlyozva, hogy bennük a legegyszerűbb inhomogén partikuláris 
megoldás nyerése érdekében a kétszeri integrálás tetszőleges C,, C, állandóját 
zérusnak választjuk. Vegyük még figyelembe az ismételt parciális integrálással 
ellenőrizhető és csupán szerkezeti jellegű 


[Pderr dx — Ones -k C (26) 
integrálási eredményt, valamint a (25c)-ből nyilvánvaló 4) -£- 4, — —Dpa össze- 


függést. Most pedig lássuk magát az igazolást, külön-külön a (25c)-ben említett 
három esetre, 
l, eset: a 7 4 7 4.5; a (24a) alkalmazásával: 


yi(x) sz elax [/€7antpox [ [ PalJeeratpo dx) dx sszss 


szi eh [ e7(2nt-Po)x . OD n(y)eértat pax dx zt ex ] OD míx)ekz dx Eé 
— ex . R (xyer7ivx —R x)e, (27 
m 


2, eset: c — 44, —§ 42; a (249) és az előbbiek alkalmazásával: 


vi(x) — ex [ One dx — e? " xXR,(x) — xR, (9er (28) 


3. eset: a — 4) — 4, — —po/2; 2a -- po — 0; a (24b)-vel és az 1. esetre 
visszautalva 


yi(x) — ez ero (J Page dx) dx — ez xOn(x) dx — x2R(9des, g.e.d., (29) 
yi A 2. § d) 9)9-ben tanulmányozott tétel felhasználásával, az imént igazolt 


tételünk az alábbi általánosabb alakban is megfogalmazható: 
Ha. a (18) inhomogén egyenlet zavaró függvénye 


fe - 2 f(x) — 2 PnkyJer (30a) 


ee—— 


xmti 


Egg HÉT 


? [ On(Jdx sz (ky 5.5 kix 78 ... -k kmxm)dx u kox- k, 2 -- ... -- km 
E x . Rm(x). 
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alakú, akkor az egyenlet egy partikuláris megoldása az 
yi) z 2 yut) — 2. XIRmker (305) 


próbafüggvénnyel kereshető. 
Ezzel kapcsolatban külön említésre méltó az 


I) — fix) TF folk) — e [Pn(x) cos yx 4 PÁ(x) sin yx] — (31a) 


5 elöriz [P(7) — iPá(x) 1 -- a elf-im [Pn(x) -- IPÁCGJ] 5 ff) fra) 


zavaró függvény (ahol a, — B -t-iy, az, — a, — 8 —iy). Minthogy a valós 
együtthatójú (másodfokú) karakterisztikus egyenlet esetleges komplex gyöke 
csakis konjugáltjával együtt szerepelhet, így esetünkben r, — r, — r (— 0 vagy 
1). A szóban forgó f(x)-nek megfelelő próbafüggvény tehát ez lesz:t 
yi(x) — yi(x) -- yi(x) — 
— 5 (előtmz (R(x) — Rt) -k eő-tvx [R,(x) -E ÍR4(9T) — 
— xrePx[R,(x) cos yx -- RÁ(x) sin yx] 5 yi1(x) 4 y12(2). (310) 
Speciálisan 
f() — cos yx — 5 ez 3 erve — ff) JTA (829) 
esetén 
yi) — vil) JEG — 5 [da — ibjetre -k (a -- ibje-ire] — 
— xr(a cos yx -- b sin yx) z y11(x) 4 y1o(x). (325) 
Most pedig — a próbafüggvény helyes megállapításának gyakorlására — 


tekintsük az alábbi táblázatos példasorozatot. (Az ismeretlen együtthatók meg- 
határozásának gyakorlására a későbbi példák szolgálnak alapul.) 


t Ha L, [XCI fi(x), akkor Lfyá()1 ss fr(x), minthogy az L; operáció csupán 
racionális (finit és infinit) műveleteket tartalmaz, amelyek a konjugálással tudvalevőleg fel- 
cserélhetők. 
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Differenciálegyenlet AL Az a r m yi(x) 
! 


EI ; 


R.(x) — ko 1-kix th kex? 
2 ] xR.(x) 
2 x:R.(x) 
0 ke?x 
j 
0 koxex 
y —2y $Hy-e 1, 1 1 2 0 kox?ex 


y" ty 7 sin2x ti ! 2i a cos 2x 3 bsin 2x 
PA) ; ö 1 0 8 
y" 34 ya cosx -Bi bi ] 0 x(acos x t bsin x) 
p £ : 8 1 0 ; 
y  thy-cosx—2sinx ti ti 1 Ó x(a cos x ht b sin x) 
9 44 0 2 x . 
y" hy— x3sin2x 6 5 R.(x) cos 2x 4 R7(x) sin 2x 


y" ty za: xSsinx 


y" ty. xtesinx 


y —2y 3- 2y — x?sinx 


y —2y t$t2y-ecosx 


1-ki 


Fe gi 


DO) 


B 


Levi ELÉ 


x[R.(x) cos x -t R5(x) sin x] 
ex(R(x) cos x 4 R5(x)sin x) 
R.(x) cos x - R3(x) sin x 


xex (a cos x 3 bsin x) 


xe[R.(x) cos x -- R:(osin x)] 


Ezek után lássuk néhány példa teljes megoldását! 
2. Pl. y" — 3y/ — 10y — 3ek, —t 


t A számítási gyakorlatban az indexelt ko, ki,..., km betűk helyett szívesebben 
használjuk az 4, B, . . . , M betűket. 
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A 84 100, 455, 4 2 91) CC erig Ce; 
oc—4,  r— 0, ma 0: y(x) — Aex, yi(x) — 4Aet, yi(x) — 164Aet: 
AeP(16—3:4—10:1 —3e2, —64—3, A — —1/2; 
j ) EZAA8 
yi) — — ze;  y0)— nt) Tt yi) — Cser -F Ce t — sel, 
3. Pl. y" — 8y" 3- 16y — 100 sin 2x. — 
422844 16—0, 4D—24 —4:  m(x) — ep(C) 4 Cox); 


a — tTZ2i,r, — Tr, — 0, mp — m, — 0: yi(x) — 4 cos 2x 4 B sin 2x; 


(—44A — 16R -- 164) cos 2x 4- (—4B -- 164 3- 165) sin 2x — 100 sin 2x [: 4 


(34 — 4B) cos 2x -- (44 -- 3B) sin 2x — 25 sin 2x; 


34A — 48B — 0 


ji Aszá4á, B:Ez8 
4A 3- 3B — 25 


yj(x) — 4 cos 2x -- 3 sin 2x; y(x) — ex(C, 1 Cox) -4- 4 cos 2x -- 8 sin 2x. 
4. Pl. y" 3- 6y. 3- 34y — 17x? — 62x -- 23. — 
n(x) — ex C) cos 5x -4- Co sin 5x); y1(x) — Ax? t- Bx -- C; 


34A szé £T 
124 7- 34B — —62 
2A -- 6B 4- 34C— — 23 

5. Pl. y" t 2y" 3- y — xsin x. — 
n(x) — ee(C, -k Cox); yi(x) — (Ax 2 B) sin x -- (Cx 4 D) cos x; 
1 


1 l 
A ss Ű; SEB d sző DE5s 


, 4A— s, B——92  C—I, 


6. Pl. y" -4- y — x? -- e 3- cos 2x. 
n(x) — C, cos x ht C, sin x, y.(x) — Ax? 3- Bx -t- C -t De? -4- E cos 2x -- 
3- F sin 2x; 


4-1,  B—0 €Ch--—-—32 DzbüW — E — — — F:ss0, 
7. Pl. y" — y — (2x 1 3e. — 
109— Céh Ce;  yi(x) —x(Ax-hBje; 4A—3, B—1. 
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c) Magasabb rendű, al Ezek után foglaljuk össze röviden a magasabb rendű 
állandó lineáris, állandó együtthatós homogén, majd inhomogén 
együtthatósok 


E e o 53! differenciálegyenletekre vonatkozó tudnivalókat, rész- 
letek tekintetében — a viszonylag magas algebrai apparátus miatt — a szak- 
irodalomra utalva. 

A homogén differenciálegyenlet normálalakja — tudvalevőleg — 


Laly1—y9 4 pay mb b... b pg tpy Tt Dpy 7-0 (1) 
(Dos Du : " ss Dn-a 1: valós állandók). 
Az y — eF (/ — ?) próbafüggvénnyel — az ismert meggondolások alapján — a 
K (4) s 2" 3 pa. A 7 hb . . . b p4? 4 pi 3- po — 0 (2) 
( Dos Di: " ss Dnca 1: valós állandók) 


karakterisztikus egyenlethez jutunk. Ez nyilván n-ed fokú algebrai egyenlet, 
amelynek tudvalevőleg összesen n (esetleg részben vagy egészben megegyező) 
gyöke van, s esetleges komplex gyökei — a feltételezett valós együtthatók miatt — 
mindig konjugáltjukkal együtt fordulnak elő (megegyező többszörösséggel). 


I". Tegyük fel először, hogy a K (2) — 0 gyökei mind különbözők, mégpedig 
Kg ese kössz élö (39) 

A nekik megfelelő partikuláris megoldások nyilván így alakulnak: 
yi) —er, Vox) e, . . ., Val) — e, (35) 


Ezek alaprendszert képeznek, mert WRONSK1-determinánsuk 


ex ej $.. e/nx J : 1 1 e... l ; 
i a i 
W(x) PEN j A ex Ape ... A nej za edes .. E2nix HA Ag ... An szé 
rk, JN E, JEL AK AE E E BEVÉTELE Zé 6 éz s táőz HI ze S EZÉ ENE SE É 
i 
[Ag7le Ayeip a-t] Ess illlE 1za IRERNSBE ize 
— ett. [[04— 4) 4 0, (30) 
kozel 


mert az itt szereplő VAN DER MONDE-féle determináns? értéke, mint a különböző 
4x-k lehetséges különbségeinek szorzata, zérustól különböző. Az (1) általános 
megoldása tehát esetünkben eképpen alakul: 

y(x) — Ce 3 Csekk d... Che, (4) 


II". Tegyük fel most, hogy a K,(4) — 0 karakterisztikus egyenlet valamelyik 
gyöke, pl.- 4, többszörös, mégpedig u, (En) multiplicitású. A hozzá tartozó 


k L. pl. GELFAND [301]. 


$ Közönséges differenciálegyenletek — 44 231/VII."" 
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partikuláris megoldások megállapítására a rendszámcsökkentésnél (2. § c) 9—.) 
használt 


y() s yi(Julx) - erul) (5a) 


lineáris transzformációt alkalmazzuk. Nevezetesen — a LEIBniz-szabály, az L,, 


operátor, a K,(1) polinom és deriváltjai igénybevételével — írhatjuk, hogy 
(14. ábra) 


n n k 
L, [du] E 2 Pelé — 2 pe 2 (ű) Au — xk 


Ízz 


n 


i n li I n (j) n 
hez 3 0 2 (races ST Znii—D...4— jar 
1 j-0 Js iíz—i 


j2ek—i1-0 1man—k — 


n . (11) j (n) 
— el Zs KO(A) — e És KÖVAJ B eszsF ri — 0, C(5b, c) 
jz0 Js ii 


14. ábra 


KA) z 4 —1)5 kü), ka) 40 esetén K(4,) — K (A) —...-HKrV(A) — 0, 
de KWV() — u!kü) FO és KP -p. 7-1. 
Az így nyert hiányos (u, u, . . ., úr nélküli) homogén differenciálegyenletet 
nyilván kielégíti az 

u(x) — C) ht C.x tt Cox? -k...-FO, xy (6a) 
polinom. A vele képzett 


yi(x) z ér u(x) — ér (CC, -- Cux - Cox? 7... C,, .xmr) (60) 


t Tudvalevőleg ( k tés ) — ő) , vagyis a PAscaAL-háromszög a , magassági vona- 


lára" szimmetrikus; pl. ő) — 146 4,1. 
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ua paraméteres függvény tehát csupa, a 44-szeres 441-hez tartozó partikuláris 
megoldásokat tartalmaz. A közülük célszerűen kiválasztott 
yi() s— ex y.(x) ast xehx, y3(x) ez x?ehx, TESESTÉT yu(x) KN xin71pix 

partikuláris megoldások (u, számban) — az I, x, x? . . . x—! tényezőikkel együtt" 
— lineárisan függetlenek, s mint ilyenek, beválaszthatók egy alaprendszerbe. 

III". Ha a K, (1) — 0 karakterisztikus egyenlet egy egyszeres konjugált 
komplex gyökpárja pl. y1.2 — B t iy, akkor ez —a korábbiak értelmében — az. 

yi(x) — ep cos yx, yi(x) — eF sin yx 

lineárisan független partikuláris megoldáspárral képviseltethető egy alaprend- 
szerben, 

IV". Ha ugyanezen konjugált komplex gyökpár u — u. — u multiplici- 
tással fordul elő, akkor ez — az előzők alapján, ill. igazolhatóan — az 

yi(x) — ep cos yx, yolx) — xebr cos yx, . . ., v.(x) — xrefx cos yx ] 

yi(x) — ersin yx, y3(x) — xefr sin yx, . . ., Vá(x) — xreb sin yx t 
lineárisan független partikuláris megoldásrendszerrel képviselhető egy alap- 
rendszerben. 

V". Végeredményben ha a karakterisztikus egyenlet 


K (4) z A Ezzii A) . at (2 Cui AJ 0 aa Hl 1) : 
szajba [8 AJ le A) J" -—0 


(gy — i 2 k 3- 2 (s 3- 2) különböző, n — i -- 2 u, 3- 25 3-2 2 u, összes gyök) 
alakú, akkor gyökeinek célszerűen az 
ex; ex, xe, , , ., XxBr—N ex; efox cos yx, efosin px; 


(es 1 2. sz0) (xx —t— 1,2,...,k) (c—i—kal,2...,5 


. 


9 7eső es VXI gebe ÉSs VAI ze ÜgHESÁL ÉBE CON 
sin y.x sin y.x sin y,x 
alaprendszert feleltetjük meg. (5i—k—sz—cI,2,...2 


$ L. még pl. CornarTrz [8]. 


s" 
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VI". Végül említsük meg, hogy r számú lineárisan független partikuláris 
megoldás ismeretében sor kerülhet a rendszámcsökkentő módszer alkalmazására, 
r-rel való csökkenés biztosításával. 


1. Pl. py" — Ty 4 6y — 0. — Karakterisztikus egyenletünk és gyökei: 
5—-74136—-(4— 1) ( — 29 (21 7-3) — 0; 2,—1, 2,— 2, 2, — —3, s így 
az I" esettel van dolgunk. Az általános megoldás tehát: 


y(x) — Cjer —- Cox 3 Coer5z, 


2. Pl. y" — 4y" -- 6y" — 4y" -- y — 0. — Karakterisztikus egyenletünk és 
gyökei: 


Na 
a 
Hp 
on 
9 
-[- 
09 
f.. V8 3 
[6] 
Ha 
bg 
]- 
jei 
Il 


z (41—11—0, 2 —29—275—1,—], 
s így a [/. esettel van dolgunk. Az általános megoldás tehát: 
y(x) — (C, -- Cox 4 C zt -k C.xe, 


3. Pl. y " — 2y7 -— 2y — 0. — Esetünkben 
43 — 2422 24 s A(2? — 274 2) —0, 4, —0, 4/o 38 1-Xi s így a III 
esettel van dolgunk. Az általános megoldás tehát: 
y(x) — C), -- e(C, cos x -- Cs sin x). 
4. Pl. y!V 3- 2y"7 — y — 0. — Esetünkben 
74 7- 24? 7- 1 — (27 3- 1)? — 0, 41 2 — zt, 43. , — —L, s így a IV". esettel van dol- 
gunk. Az általános megoldás tehát: 
y(x) — (C, — Cox) cos x 4 (Cs 1 Cx) sin x. 
5. Pl. y0b — 20 3 py" — 0. — Esetünkben a karakterisztikus egyenlet és 
gyöket: 
yh — 247 -- 2? — A43(48 — 221 7- 1) — 43(24 — 1)? — 43(2? — 1)? (4? 7- 1)? — 
sz AX(2 — 1)? (A 3- 192 (2 — d)? (A 42)? — 0, 


4, eme A; hema Az ST 0, Aa, 5 - l, 467 Szi —l], Ag.9 — i, A10,11 sszi —i, S így az Ve. 
általános esettel van dolgunk. Az általános megoldás most ez lesz: 


y(x) — (Ci -- Cox 4 Csx?) —- (Cs 4 Cse -k (Ce - Cgx)erT 
-- (Cg -k Cpx) cos x - (Cig — Cux) sin x. 


B] A tetszőleges rendszámú lineáris, állandó együtthatós homogén diffe- 
renciálegyenletek gyártásának befejezéséül térjünk ki röviden az ilyen differen- 
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ciálegyenlettel jellemzett (pl. mechanikai, elektromos, szabályozási stb.) rendszer 


ún. stabilitásának kérdésére. 
Amint láttuk, az (1) homogén egyenlet partikuláris megoldásai 
y.hx) — xrrelrx (0— 0,1,2,..., 441 1k — B ún LYx) 
JO deze Nt 
alakúak. A stabilitás kérdését a K,(4) — 0 karakterisztikus egyenlet 7, gyökeinek 
Ök valós részei döntik el, a B, 2 0 magatartás alapján. 
Az alábbi stabilitási eseteket szokás megkülönböztetni: 
I". Ha 4, — B, 5 0, akkor eé/x monoton és korlátlanul nő, tehát 
lim y.(x) — Hm (x"re9kx) — os 
X— koo e Foo 
s így a rendszer instabil (v. labilh)) aperiodikus. 
II". Ha 2, — B, Z 0, akkor eééx. monoton és aszimptotikusan csökken a zé- 
tási A, - 0), 


rushoz, tehát 
ÉNŐ [5 y özx) — [1 
im Ax) — hím (xejet vm) — hmm CHI 
1! 


- 0 ( Öö, Ez 


II 
[am ) 


— 1), 


s így a rendszer stabil aperiodikus. 
Bx tt iyk ÉS 44 1 (valamint 4f — B.—iy, és mi 


X-p b oo 


III". Há 2, — 
akkor a rendszer periodik us?t, mégpedig 
lim efix cos y4X — o0 
lim efxx cos vx — 0; 


") 845 0 esetén instabil, mert pl 


X—- Hoc 


2") B, Z 0 esetén stabil, mert pl 
3.) Bk — 0 esetén is stabil, mert pl. Icos y.Xxl 
IV". Ha 2, — Pr tt ?yk és ur 5 1 (valamint 27 — B. — vk és mt — ur) 
akkor a rendszer ismét periodik us?, mégpedig 
1) Br Z 0 esetén stabil, mert pl. lim xrefx cos yrx — 0 
X-—-hoo 
29) Br 5 0 esetén instabil, mert pl. lim x"refx cos y,X — oo; 
xX-hboo 
3) 8x — 0 esetén is instabil, mert pl. lim x" cos v,x — oo. 
X-5t oo 
A fentieket foglalja össze az alábbi stabilitási 


$ Olyan értelemben, hogy yr(x) ekvidisztáns (4x — x/yk — const közű) zérushe- 


lyekkel rendelkezik, de általában y4r(x -- 71) £ yx(x) [T — 24x]) 
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Tétel: Az (1) homogén differenciálegyenlettel jellemzett rendszer akkor 
s t a b i Il, vagyis az (1) valamennyi partikuláris megoldása akkor és csakis akkor ma- 
rad korlátos növekvő x-nél, ha a K,(1) — 0 karakterisztikus egyenlet 4, gyökei kö- 
zött egyetlen pozitív vagy pozitív valós részű gyök, sőt egyetlen többszörös kép- 
zZetes gyök sincs. 

Tételünk igen nagy jelentőséget nyer pl. a mechanikai, elektromos, szabá- 
lyozási stb. rendszerek vizsgálatánál, 


YI Befejezésül szóljunk röviden a magasabb rendű lineáris, állandó együtt- 
hatós inhomogén differenciálegyenletekre vonatkozó tudnivalókról, 
Az inhomogén egyenlet normálalakja — tudvalevőleg — 


Le(ly] 599 4 pay th... 4 pa9g" hpgy Tt poy — f(x) (I) 
(Dr: valós állandók, f(x) folytonos, hha CT x€a54 


Tegyük fel, hogy a c) cx) alapján már előállítottuk a hozzá tartozó 
Laln1 E 19 4 pn.11794...bpntprtpn—0  (H) 


homogén egyenlet általános megoldását, mégpedig általános esetben az V". alap- 
rendszer függvényeinek lineáris kombinációjaként. További célunk tehát — a 
szüperpozíció-tétel értelmében — az (I) inhomogén egyenlet egy partikuláris 
megoldásának előállítása. 


I". E célra — tetszőleges folytonos f(x) zavaró. függvény esetén — főleg az 


állandók variálásának módszerét szokás alkalmazni. Ez — a 2. § d) £)-belti általá- 
nos esethez képest — most csak annyi specialitást mutat, hogy. a 


Z2CM-0  Z2CMK-0..s.  2ZCMD-O0  2CHM—j 
lineáris egyenletrendszerben szereplő nr, függvények 


COS VX WE 01 2... ux— 1) 

Sit y4X 

alakúak, s ezek viszonylag (!) egyszerűvé teszik a W(x) s vele a C;-k, végül pedig 
C,-k kiszámítását. 


xrelm, ill. xr eln 


II". Ha a homogén egyenlet általános megoldása ugyan nem ismeretes, de az 
inhomogén r számú (s ezzel a homogén r—1 számú) lineárisan független partiku- 
láris megoldása igen, akkor a 2. § d) 9)-beli rendszámcsökkentési módszer alkal- 
mazható (r — 1)-gyel való csökkenés biztosításával, 


III". Sokkal kedvezőbb módszer áll rendelkezésre az intiomogén egyenlet 
partikuláris megoldásának megállapítására, ha a zavaró függvény polinom és 
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exponenciális függvény szorzata, vagy ilyenek összege. Ez esetre ugyanis — 
a b) b)-beli tétel általánosításaként — igaz az alábbi 


Tétel: Ha az (I) inhomogén differenciálegyenlet zavaró függvénye 
f(x) — B, (x)e — (c, ht cx Tt . . . 4 emxje 
alakú, akkor az (T)-nek mindig van egy 


yi(x) — xrOn(gJer — xr(ko tkxt...tkmxrjer  (k,— ?) 


alakú partikuláris megoldása, ahol az r — 0 ún. rezonanciakitevő a karakterisz- 
tikus egyenlet ) — a gyökének multiplicitása, azaz 


K.(a) — Kí(x) — ... 13 KV (g) —0, de KV(x FO, 


a k; együtthatók pedig a határozatlan együtthatók módszerével állapíthatók meg. 
U1. a homogén egyenletnek egy többszörös 4-gyökhöz tartozó megoldásai 
tanulmányozása során, a c) a)-ban nyert (55) formulát felhasználva s abban 


ur és u — x0, (2) — kaxritr 3... ht kxttr 3 kor 


helyettesítésével élve, a következőket írhatjuk: 


Lnn xOn(x)er] - 2 k Lnn Ltres] iii 


—— ex DB k, [ 5 JAKE) dl [ "e 1) xi KCD(g) h.b Kfro(gj szi 
(50 r Tr -- 1] 


i-tH1--r 


Al ir 


4. 5288 ( m 4 r ) kesro] — ezx ba C xi z P,(x)e7. 
(0 


m 3§-r — iz 


Ily módon az ismeretlen k;.; együtthatók meghatározására a 


mzt (it --l--r 
er) paj rtl 


lineáris inhomogén algebrai egyenletrendszert nyerjük. Ez egyértelműen meg- 
oldható, mert (a mellékátló felett csupa zérus elemeket tartalmazó) determinán- 
sának ( a mellékátlóbeli, vagyis ! — 0 indexű elemek szorzataként adódó) értéke, 


D-T Je JEKP(DIT 0. 


T 
T r r 


) KrsDg)kerze — (41—0,1,....m) 
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Ha speciálisan r — 0, vagyis K (a) 5 0, akkor az előbbiek 


L,(0(x)e"] — ez s CxsR.Gjes 
"0 


F1—I 


(C ; s) a ( ji ) KWXx) Kia SG; D — IK (oj 20 
150 
alakra egyszerűsödnek. Ezzel tételünk igazolást nyert. 


Szemléltessük a fentieket néhány példával! 


1. Pl. y" 3- y" — 1 7 x? 3- 3xe. — Oldjuk meg először a homogén 
egyenletet: 


gy" 6i es j" BsfRÉR 0, A8 -- A? -— A?(A d- 1) 0, A, sze A, z— 0, Az ei — 1], 
n(x) — C, -- Cox - Cse. 


Az inhomogén egyénlet megoldására áttérve, tekintsük először az f(x) — 
— 1 -7- x? — (1 3- x?e9 zavaró részfüggvényt. Vele kapcsolatban 


m 2, a. 50, re 2 (lévén c, — 14-14. 5S 0), 
a megfelelő próbafüggvény tehát 
y11(x) — x?0.(x)e2 — xt(k, 1 kix 4- kox?), k,— ? 
Behelyettesítéssel és a megfelelő együtthatók egyeztetésével ezt kapjuk: 
(24k.x 3- 6k,) -- (12k,x? 3- 6k,x 3- 2k,) — 1 -- x3; 
12k, — 1, 24k, 3- 6k, — 0, 64£, -- 2k, — I; 


1 l 


ke — Ta? 


3 ] 1 
VERSES PZA MÖZÉESSÉRÉE 2 
yu(x) —x b jXx-k ii É 


Az fo(x) — 3xet zavaró részfüggvénnyel kapcsolatos számítás így alakul: 
m.—-1, a2.—l, r.— 0 (mert a, -F2,); 
y12(x2) — (lot lxje, i— §; 
(l.x - 1) — 37) -- (Zx -- 1, 4 21) — 3x; 217, — 3, 
21, -- 57, — 0; 


3 15 3 15 
hh— 5 1 — ma? yi12(x) - el 7] 
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Differenciálegyenletünk általános megoldása tehát ez lesz: 


y(x) — nt) h yul) T yik) — 
— C), 4 Cox th Cse" -- ajőesyei El lazák d ű 


2. Pl. y" — 5y" 3- 7y/ — 3y — (16x — 8jJe. — A homogén egyenlet 
megoldása: 
AT o 5 H7TWX 30; 28— 5423 71—3835(1—1)324— 3) —0, 
A. Eli 49c3; "n(x) (GC d Coxjerd- Cse, 
Az inhomogén egyenlet megoldása : 
f(x) — (16x— 8e; m—-1, xc—1, r— 2 (mert a — 2) — 4); 
yi(x) — x0 (ge — x?(k, -- k xje; 
— 12k.x -- (6k, — 4k,) — 16x — 8, 


—12k, - 16, 6k, Ea 4k, tni — 8, ka teni 0, k, ún —g? 
4 
yi) — — ze. 


3. Pl. y"—y —yvy tv — 8xe"; y(0)—y (0) —dV, 
y (0) — 1. — 
Homogén; 49—4f—4d9l1—(A— 1)?(43- 1) — 0, 
n(x) — (C) Fk Cog)e - Cser. 
inhomogén: m — 1, a — —I, r — 1 (mert a — 45); 
yi(x) — x(ko -k k.x)err — x(2 4 xjer". 


Az adott kezdeti feltételeket kielégítő inhomogén partikuláris megoldás: 


y(0) — C, 4 Cs 0 6 — —C 
y (0) — C, -- C,—Cot2—1 ; 2C, -k C, — —1 
y"(0 —C,t2CotHCs—2—0 2, 2 [7 


Csel. e ssssekg 06 yo(x) — (x — le 3- (1 4 x)e. 
4. PL. yV— gy 4 y—12xe; — y(0)— (0) — 5, 


y(0)— 0, y"(0) — —3. — 
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Homogén: 49 — 242 t1—(42—1?—(1—1)?(3 1? — 0, 
n(x) — (C, -k Cox)jer 4- (Cs 4 Coxjer. 
Inhomogén: m—-1, a—1, r— 2 (mert a — 4, — 49); 
y:(x) — xö(ko - kpxer. 
Keresett partikuláris megoldás : 
1 
yo(x) — eh 5 (x— 1)ses. 
ő] Végül érintsünk itt egy olyan lineáris, változó együtthatójú differen- 


ciálegyenlet- -típust, amely lineáris állandó együtthatósra transzformálható 
Ez az ún. EuLER-féle differenciálegyenlet. Általános alakja: 


xny(n) -- an ja B kH... 


Tt agx?y" 3- axy - agy — f(x) 


Alkalmazva rá a független változó már korábban említett 
x-e, azaz t—lnx 
transzformációját és a megfelelő 
xy —eyel—-yzDy, xy" —etfye]det—$j—yzsD(D— ly, 


a se. XN DD—1D—2...(D—-n-7 ly § zúg) 


differenciálalakzatokat, differenciálegyenletünk a 
[D(D — 1) ...(D— n7 1) t a, , DD — 1)...(D— n7- 2) 3- ...- 
t a DD — 1), -- a.D € a ]y — 
— 33 Ana FH Aj HAT Agy — fe) (A) 


alakba megy át. Ez már valóban lineáris, állandó együtthatós differenciálegyenlet. 
Minthogy ezt az előzőkben részletesen letárgyaltuk, a reá visszavezethető 
EULER-féléről nem szükséges sokat beszélnünk, 

Az (4)-hoz tartozó homogén differenciálegyenlet n(?) — e! feltevéssel 
nyert karakterisztikus egyenlete 


An 3 An T-t... b AJ? kh AZ 1 4, — 0. 


Figyelemre méltó, hogy ugyanerre vezet az (E)-hez tartozó homogén diffe- 
renciálegyenlet az y(x) — x? feltevéssel. 
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Az n — 2 speciális esetről röviden ezt írhatjuk: 

Eredeti: xy" -- poxy - goy — f(x), 

transzformált: ) -- (pp — DP 1- 99 — f(e);  n(h — et; 
karakterisztikus egyenlet: 4? -4- (po, — L1)A 4- gy — 0, 


gyökei: 2, — j 2 Po ES go 
(ugyanerre vezet az x2n" t poxn ht gon — 0, az n — x? feltevéssel) ; 
homogén általános: n — Ces! -- Cser — C x4.4 Coxt, ha 2) § Ag 
n — (C, 4 Ceg)et — (C, tColnx)x, ha 4, — 4, — 4; 
inhomogén partikuláris, f(e) — P,($)e" esetén: 
y.— TO (De — In x : 0, (In x) " 6, 
tetszőleges f(e) esetén yy — C (2 n1(2) 4 C.(Dn.(0. 
További részletekbe nem bocsájtkozunk. 
1. Pl. x2y" -- 3xy 4hy- 0; y— ? — Iranszformálva: 
) 4 2y 4- y — 0. Karakterisztikus egyenlete és gyökei: 
42 4244 1-—0, A, 7-2 — —Il. 


Általános megoldása: 
1 
y —(C, tt Cot)e! — (CC, 3 C, ln x) ki 


2. Pl. x2y" -- 3xy/ 4 5y — 0; y— ? — 
)X42yi3 5y—-— 0, 423 241t-5—0, d1.27 —1 F2i; 


y — er((C, cos 2t -- C, sin 27) — j (C, cos 2 ln x — 4 Co sin 2 Ín x). 


3. Pl. xy" — 2xy -- 2y — x -t xölnx 4.xő; y — ? — 


y—38yt2y—edttet dt et; 

y — Cjet 3 Ce — set B ásó és 

— C.x tt C,x? — xInx -- xt [gint — laz] 4-5 
4. Pl. (2x 3- 1)?y" 3- (4x Tt 2)y — 4y — x?. — Megoldása: £ — 2x 3- I; 


1 l l 
v — C (2x 3-1) CC (2x 3- 1)! 7 48 (2x -- 1)? — Jő (2x 1- 1) In (2x — 1) — 16" 
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5. Pl. xgy" — 5xy Tt 9y — xöln2x; v— ? — Útmutatás: 


) — 6p3-9y— tet, n—(CpFCodjes, yi — (gy git 4 getdjett. 


e] Az előző §-ok széles elméleti — módszertani anyaga sokoldalú alkalma- 
zást talál a műszaki fizikai tudományokban. Ezek közül néhány jelentős szilárd- 
ságtani alkalmazást — kerületérték- és sajátérték-feladatként — a következő 
§-ban mutatunk be. Hivatkozni kívánunk továbbá sorozatunk egyes olyan köte- 
teire, amelyek — esetleg kiegészítő apparátussal — szintén feldolgoznak műszaki 
fizikai vonatkozású lineáris differenciálegyenlet-problémákat. Néhány ilyet 
ajánlunk az alábbiakban az olvasó figyelmébe! 


I". Egytömegű rendszer rugalmas lineáris rezgései. L. a B. IV. kötetben, a. 
2. §. g) 8) helyen. Előnyös komplex függvénytani tárgyalásban a 


Z 4 2öz 4- wíz — a (2), z(0y—z, 2(0)—v 
differenciálegyenletű síkbeli pontmozgást vizsgáljuk tengelyvetületi mozgása, az 
X - 20x - wáx — agx (1) x(0) — Xg x(0) — Vok 


iÜfferenciálegyenletű (lineáris) rezgés kedvéért. Tárgyalt esetek: csiilapítatlan 
(ő — 0) és csillapított (ö 7 0) szabad- (a, - 0) és kényszerrezgés (a, 5 0). 
— Ugyanott, a 2. §. g) y) helyen a harmonikus rezgések szuperponálásáról olvas- 
hatunk, szintén komplex függvénytani tárgyalásban. — E problémakör a hagyo- 
mányos (valós) tárgyalásban olvasható a B. VII.?" kötetben, a IV. fej. 9—10. 
példában. 


II". Lineáris, automatikus szabályozási rendszerek. L. a B. IV. kötetben, a. 
3. §. f) ax) helyen. Részei: Alapfogalmak. Tranziens jelenségek. A LAPLACE- 
transzformációról. Átviteli és átmeneti függvények. Egységugrás- és egység- 
mpulzus-függvériy. Tipikus elemek átviteli függvényei. 


III". Lineáris, automatikus szabályozási rendszerek stabilitása. L. a B. IV: 
kötetben, a 4. §. e(x) helyen. Részei: A RouTH— HuRwi1rTz-féle, a NYOUIST— 
MIHAJLOV-féle stabilitási kritérium. Tipikus tagok stabilitása. 


IV". Tranziens jelenségek elektromos áramkörökben. L. a C. I. kötetben, az 
1. §. f) 2) helyen, LAPLACE-transzformációs tárgyalásban. Vizsgált esetek: E, 
bekapcsolása R, L, majd L, CII R, azután (RK, L) NC, végül L,, (RII.L.) áram- 
körbe. E, sin ot be- és kikapcsolása; R, L, C áramkör. E, sin wt ] bekapcsolása 
R,L áramkörbe. E, bekapcsolása (R,, L,) — M - (R, L,) csatolt áramkörbe. 


V". Tranziens jelenségek elektromos távvezetékben. L. a C. I. kötetben, az 
1. § f) 8) helyen, LAPLACE-transzformációs tárgyalásban. Vizsgált kérdések: 
Altalános egyenletek, jellemzők. Ideális vezeték. Torzításmentes vezeték. Kábel. 
A vezeték végén Z, impedanciájú generátor. A végén nyitott vezeték, 
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VI". Feszültségeloszlás vastag falú és belső túlnyomású cső falában. L. a B. 
VIII." kötetben, a IV. fej. 11. példában, EULER-féle differenciálegyenet alkal- 
mazásával. — E kötetben még több apróbb, ide vágó műszaki alkalmazás is 
található, úgyszintén a C. IV. kötetben (főleg lineáris differenciálegyenlet-rend- 
szer vonatkozásában). 

VII". Vegyes műszaki fizikat vonatkozások egyéb magyar nyelvű szakkönyvek- 
ben.  EGERVÁRY,  KANTOROVICS—-KRÜLOÖV, SZTYEPANOV,  BECKENBACH, 
FARKAS, BoSZNAY és mások ismert könyveiben találhatunk további idevágó 
alkalmazásokat. 


d) Néhány másod- aj Elegendő lesz a már jól ismert 
rendű, változó Hl est ten bi .. 
együtthatós típus se fd — 0 (1) 

e e szal [9 pOgy 4 909y—0 


normálalakú homogén egyenlet vizsgálatára szorítkoznunk. Tudvalevőleg erre 
érvényesek a 2. §. c)-ben megismert tételek; a 2. §. d)-beli tételek értelmében 
pedig — az (1) általános megoldás birtokában — az állandók variálásának mód- 
szerével állapíthatjuk meg az inhomogén egyenlet egy partikuláris, vagy mindjárt 
az általános megoldását. Számos, műszaki szempontból 15 nagy fontosságú dif- 
ferenciálegyenlet tartozik ide, pl. az EULER-, BESSEL-, LEGENDRE-féle stb. 
Rendkívül széles körű szakirodalmuk van, sőt bizonyos önállósággal, részben 
s, Speciális függvények" gyűjtőcímen ; ui. e differenciálegyenletek különféle partiku- 
láris megoldásaként számos, sűrűn alkalmazott, transzcendens jellegű, nem 
elemi, hanem ún. speciális függvény állítható elő. Iermészetesen, e pont szűk 
keretei közt szó sem lehet behatóbb, tételes tárgyalásról, csupán rövid betekin- 
tésről, s elméleti részletek tekintetében a szakirodalomra, többek közt a [32, 33] 
könyvekre kell utalnunk. 

Az (1) egyenlet megoldásai általában nem adhatók meg sem elemi függvé- 
nyekkel, zárt alakban, sem pedig elemi függvények kvadratúrájával, hanem rend- 
szerint csak (végtelen, konvergens) hatványsor alakjában. E, különböző kezdeti 
feltételeket kielégítő hatványsorokat gyakran táblázatba foglalják az elemi transz- 
cendens függvények módjára. Utaljunk pl. a különféle BESSEL-függvénytáblá- 
zatokra! . 

Fontos kérdés a hatványsor alakú megoldások konvergenciája. Tényétől 
függ a megoldási módszer érvénye, jóságától pedig a megoldás gyakorlati alkal- 
mazhatósága (ui. rosszul konvergáló sor kevéssé alkalmas számításra). 

Bizonyos szerkezetű p(x) és g(x) együtthatófüggvények esetén az elmélet előre 
meg tudja adni a partikuláris megoldásként szóba jöhető hatványsorok alakját, 
az állandó együtthatóktól (esetleg még egyes kitevőktől) eltekintve. Az ismeretlen 
együtthatókat a jól ismert határozatlan együtthatók módszerével állapítjuk meg. 
Tudvalevőleg, az állandó együtthatók bizonyos értékrendszere mellett, a hat- 
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ványsornak azonosan ki kell elégítenie a differenciálegyenletet; következéskép- 
pen helyettesítés után a rendezett bal oldali hatványsor összes együttható; 
(minden szóba jöhető x mellett) zérussal egyenlítendők, a homogén egyenlet 
zérus jobb oldalának megfelelően. 

Gyakran használjuk a megoldó hatványsor konvergenciasugarának (R) meg- 
állapítására az ismert szabályt: 


eMENNNNS . Ja 
ha létezik a lim— 


f- o 


1 
— o; határérték, akkor R — o (29) 


n 


ha speciálisan o — 0, akkor R — co és ha o — co, akkor R— 0. Az R konver- 
genciasugarat a hatványsor kifejtési középpontjától (x — a, rendszerint a — 0) 
balra-jobbra felmérve, az így nyert 


a—RcacxacatR (2b) 


szakasz szolgáltatja az ún. konver genciaintervallumot. 

Szokás vizsgálni az (1) differenciálegyenlet és megoldása ún. aszimptotikus 
magatartását, pl. az x — a hely elenyészően kis környezetében, ill. tőle minden 
határon túl növekvő távolságban. 

A fentebbi általánós észrevételek után, térjünk át az x — a (mégpedig — 
egyszerűség kedvéért és szükség esetén lineáris transzformációval 15 megvalósít- 
hatóan — a — 0) helyen reguláris, ill. szinguláris (1) ponttal rendelkező diffe- 
renciálegyenlet áttekintő tárgyalására! 


B] Az a—0 a differenciálegyenlet reguláris pontja. Az a — 0 pontot 
akkor mondjuk regulárisnak, ha valamely ]x] C R környezetében a p(x) és a 


[44 


g(x) konvergens TAYLOoR-sorba fejthető", vagyis differenciálegyenletünk ott 


(3) 


y (Zoey -k (2 ae] — 0 


j (/9(0 ()(0 
mi ) 1- a JE Ix] cR 


normálalakú. 
A (3)-nak e környezete érvényes megoldását ésszerűen szintén (konvergens) 
TAYLOR-sorként, vagyis 


zi (4)(0 
y(x) — 2 ae 2 1 s EX R] (4a) 


t Azaz ott akárhányszor differenciálhatók, és maradéktagjuk nC co határátmenetnél 
eltűnik. Egy nyílt szakaszon reguláris függvény ott minden pontban olyan. 
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alakban keressük, ahol az 


y(0) — yo — cs, Y (0) — y9 — ci (4b) 


kezdeti feltételekkel rendszerint előírjuk a cg és a c, értékét. 
Az y(x), ill. ismeretlen (cs, . . ., Cns, . . .) együtthatóinak megállapítása a 


2 arklk — Data Spot S akar 5 ax : 3 ant — 
kz2 170 kz1 eri kz-0 
— 3 Ierrrralk t1-4 24-14 1) A picrza(k 4 1) -- ge] xétt s 
z Clio — 4—ki0 (5a) 
4-0 


rendezett behelyettesítési egyenletből nyert 
C (c,) — 0 (AS 0 12 ve sak (5b) 


lineáris egyenletrendszer megoldása útján történik. Az így kapott együtthatók 
meghatározta (4a) alakú megoldást még ellenőrizni kell a konvergenciasugár 
szempontjából, a (2a, b) szerint. 

1. PI. y"— xy 3 ny-—- 0; ya ? — Esetünkben p(x) — —x, g(x) — 
— n — const, tehát a — co € x a co szakaszon mindkettő reguláris A (4a) 
reltevéssel élve, a 


o 


lés — 2 Crk(k — 1)xt? — ba 2. Cxaalk -- 2)(k -- Dxt, 
—xy — — D exkxt — — A cxkx", ny —n 9 cx 
k—-1 k—Ű kV 
kifejezések (zérus értékű) összegeként nyerjük a 
éz b [Cx4.o(k -- 2)(k 3- 1) — cxrk -- nep] x" s ha C4x" 
kb—0 kzú 


vehelyettesítési egyenletet s ebből C, — 0 mégfontolással a Cr... és cz közt 
összefüggést megállapító 


Ck42 — — md c 
maz FEDRTDö 


rekurzív formulát. Ismételt alkalmazásával a Ca, Cs, . . ., együtthatók eképpen 
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fejezhetők ki a c, ill. a c, segítségével: 


Hi n . n—-2  " n(n— 2) 
Cs cszzysi SEU 91 Co; C ; tsz sszsti 3.4 Cs sza a Cgo 
n — 4 n(n — 2)(n — 4) 
Cs B C4 teme gi 9;9e. 23 
n- 1 n—-— 3 n—1 n — 3 
eg sss tepetgga GST Egs ast S. ) c Ci, 
5 h—5 . 1— 1(n— 391 — 5) , 
Cs tm — att Cs tem. 19 "e ee 
6 "7 rali 


Ezeket a (4a)-ba behelyettesítve és a (45) szerint co, cz-et tetszőleges yo, yő kez- 
deti értékekkel helyettesítve, differenciálegyenletünk általános megoldása így 
alakul: 


Hl n , , nin — 2) nin — 2)(n — 4) 
KKE ÁGÁT 51 ök — eték 
; —1l . 1)(n — 3 — 1)(z — — 
Tt yo x— gp jegy VE vase ) a szasz pest s d E M--— 


— yoyi(x) —- ya" yol9 
ahol a páros yi(x) és a páratlan py.(x) lineáris függetlensége nyilvánvaló, A két 
hatványsor minden x-re konvergál, lévén 


képzi k — n 
k ő oc0-nél j "7 sígy R — oo. 
al iT9kEH]Í797e sígy 
Megjegyzendő, hogy ha n pozitív egész, akkor páros n — 2k esetén y, — 
sz PAX; páratlan n — 2k -- 1 esetén pedig py.(x) — D..41(x) polinomra redu- 
kálódik. 
2. Pl. y"—wy—0; y— ? — Hasonló módon y— 9 pa öss 
ke 
$[(kD(k 1 : $ Cxk me 
sz c we] x s . 3 adj Casa egg ég ását 
mem [( €je )( ) k-t-2 kJ Kgszeri k k-H2 (k -- 2)(k -- 1) k 
a)" 03 46 
Cs — ZET Cs € 5 Tt gr Co Cs — — GT Cs é sg 
a? a)5 07 
C3 za 31 Ci: Cs az Tt gr C1; C; te ép kdgas 09 


00 2k--1 
y(x) — c: 5 (s 1)" kés -- z ; 2 j SEEDI — yo COS WX 15 — sin wx. 
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3. Pl. y" ft xy — 0;y — ? — Eredmény: 
s 28x? 
jölezőr árt ar— gr —t] 


É 2x 10x? — 80x1 
EL) sölebe LMI dla ő 1 1NÜLa úi; je 
Említésre méltó, hogy a (3) differenciálegyenlet (4a) megoldásának mint 
TAYLOR-sornak c, együtthatóit — a fentiektől eltérően — az említett c, — p(9(0)/k ! 
formula alapján is számíthatjuk a (3) ismételt differenciálása útján eképpen; 


jú fe8 9 0 
Cs — or 64 — yó (a 4b-ből; EZ — — 5 (poyó tt goy), 


y 0 3; 
Cz — ES ez —4a c (—piyó Tt póyo Tt PogoYo — giyo — goyo)....,  (6a) 


ahol felhasználtuk a legmagasabb deriváltakat szolgáltató 
y" — —p(xyy — ge9)y.y"" — —pt)y — pte)y — ge9y — g(x)y — 
— pt(x)y 4 p(x) ak)y — p(9y — g6)y — g (gy, . . ss (6b) 


kifejezéseket. E módszer előnye, hogy olykor nemlineáris differenciálegyenletek 
megoldására is használható. 


4. Pl. Oldjuk meg e módszerrel a 2. példabeli differenciálegyenletet ! — 
Írható, hogy 


4 A 


vaz ts , IV Szaz 
E st —wyy, y" — —w?y, y E —wyő — Few, 
y  — —wy" — Foy,..,., 
s így 
/ " Ez ? KN , LV edz; vV ecet s, 
Yo: Yo. yo — —oYyg, Y" — —wtyg, Jy4 — toy, yo — toy, .. 


A megoldás tehát 


31 r-t o cos ax 4 sin ex. 


5. Pl. Oldjuk meg e módszerrel az 
y-yity; y0)-—-a ytlo-b 
nemlineáris kezdetiérték-feladatot. — A magasabb deriváltak és kezdeti érté- 
keik: 
y —-ytgy—-eüd2gy d v, 
y" 224 (14 29)y b 2gyy —2y? 3 (14 4yy ty? 3 2y8, . . .; 
yo — b-t at,y$ — (1-1 2a)b -- az, yi! — 2b? 7- (1 -- 4a)b -- a? -t- 2a3. , 


9 Közönséges differenciálegyenletek — 44 231/VII."" 
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A megoldás tehát ez lesz: 
ví — 3 xs a bt ge SSE x3 
9h?2 2 3 
ils b? -- (1 4 4a)b -k a PF 28 


4! 


yl42a—0a differenciálegyenlet szinguláris pontja. Legyen most 
az a — 0 ún. nem lényeges szinguláris pont, mégpedig a p(x)-nek legfeljebb első- 
rendű, a g(x)-nek pedig legfeljebb másodrendű pólusa. Ekkor a megfelelő s vala- 
mely Ix] c R környezetben konvergens LAURENT-sorok felhasználásával dif- 
ferenciálegyenletünk 


ya aláme]v -- - ia ay — (7) 


xI CR] 
normálalakban írható fel és Fucus-típusú jelzővel szerepe! az irodalomban. 

A (7)-nek az a — 0 szinguláris pont környezetére érvényes megoldását most 
a korábbitól (vagyis a TAYLOR-sortól) eltérő alakban keressük. E különbség nem- 
csak elméleti érdekességű, hanem a műszaki fizikai alkalmazások szempontjából 
is igen jelentős. A megoldás alakjáról bizonyos tájékoztatást nyújt a (7)-nek 
az a — 0 kis környezetére vonatkozó közelítő alakja, az 


[D4 — const, gx — const; po, dos ds közül max. 2 lehet 0; 


y-t Ba (Ba 


EULER-típusú differenciálegyenlet. Tudvalevőleg, ennek mindig van 

Yy.)—x  [d28(00— D-t 970; aa] (8b, c) 
alakú megoldása. Ezt figyelembe véve, közel fekvő a FucHs-típusú (7) diffe- 
renciálegyenlet megoldását 


ya) — e Zrt — Zagetk "(ex — ?) 09) 


alakban keresni, amely szintén lehetővé teszi az a — 0 helyen nem lényeges. 
szingularitás jelentkezését. 

Az. y(x), ill. a cx ismerétlen állandók megállapítását a (9)-nek a (7) célszerűen 
törtmentesített . 


xy Hx ( ba pw) y rk (2 a]? 0 
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alakjában való behelyettesítéssel eszközöljük, eképpen: 
2 aula -- I)(a -F k— Date 2 Dux 2 ca -k közétek 2 go 5. Cgxtk — 
ER 2 2 [evrt(a tk-t (let ktlt— D-T pic(e tk) Ft geg ett 


z 2 C(ec)ettz0 4—ki0; (10) 


majd e rendezett behelyettesítési egyenlet zérussal egyenlített együtthatóiból 


Co(co)) — [d(a — 1) 4- Poa -k 90] — [d 4 (pp — Da tt golco— 0  (cs-r0) 
(11a) 
módon, az ún. alapegyenlet gyökeiként nyerjük (mégegyszer a (8c)-beli) két a 
értéket (x — 1, o) és 
C.(c,) z (a t-4(x 4 4 — De - [D.-rla 4 4 — 1) -k 94 xle-i — 0 

ÜGLáaássk bt 1524z) (115) 

módon a c, és a c,.-.,; között összefüggést megállapító rekurzív formulát. Az így 

kapott a, cx állandók meghatározta (9) alakú megoldást még ellenőrizni kell a 
konvergenciasugár szempontjából, a (2a, b) szerint. 

Tanulmányozzuk ezek után a Fuchs-típusú differenciálegyenleteknek egy- 

két nevezetes, a műszaki fizikai alkalmazásokban nagy szerepet játszó válfaját! 


6. Pl. BEssEL-féle differenciálegyenlet. — Normálalakja: 


x2 Hy? 


29 1 , —— a— 
y az 4 s x y7-70 (v — const). 
Ez esetben pp— 1, pp—p,—...—0és 99— —v? g5— 1, g§4—9g5— 4 s 
— , , . — 0. Az aszimptotikus EULER-féle differenciálegyenlet és alapegyenlete 


(gyökeivel) most 
ya gy — 5 —0, a(c—1)tHFa—v?—-at— ve 0, ac ,— tr. 
A törtmentesített differenciálegyenlet és a kísérleti megoldás esetünkben 


o 


xy xy F(2—vjy— 0, y()— 2ewett (4 — 9), 
a behelyettesítési egyenlet pedig ez lesz: 


ba [cr( az E s k)(a - k az 1) Hai cx(a -- k) -k Cxk—2 — VC] xetk mm 
"Iz pa (I(e -- kh)? — v7 cx -t kegyét s Z Cedzett z 0, 


g" 
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ahol az x? sé Ta06 án alátst — 53 Cx—oX"tt-benc , —c., — 0 értendő, továbbá 
minden Ce) egyűtékató zérussál egyenlítendő. A k — 0-nál ismét a fenti 
Co(co) z (a? — veg tk c... — (a? — v) ey HV 0 xi. Tv (cop 0) 
alapegyenlet és gyökei adódnak; a c, -- 0 követeléssel — mint később látni fogjuk 
— az y(x) £ 0 nem triviális megoldás kedvéért élünk. 
Dolgozzunk egyelőre az ay, — -t v gyökkel! Ezzel k — 1-nél a 
C (c) 5 [0 4 1? — vf]ei -- c. , — (27 tt 1])c 3-0 — 0, 
c4—0  (aj— 3-v5 0 
együttható, tetszőleges k-nál pedig a 
Cx(c) — [0 - k)? — vek -k Cr — (27 4 K)kcx - Cse — 0, 
Ck.2 


k(2v 3 k) (e. 0253] 


Ck — — 


rekurzív formula adódik. Ez c, — 0-ból kiindulva a k — 27 -- 1 (páratlan) indexű 
együtthatókra a 
Cs — Cs — . , , Coj] S 5.5. 0 
értéket szolgáltatja, vagyis x"t2t1! hatványok nem fognak szerepelni a megoldás- 
ban. Rekurzív formulánk k — 27 (páros) indexre a 
Ez ezt sz TD es s gen HÜ sz 
(2 21(2/ 4-2) 22(l 4 mn Silla áz 
alakot ölti s cs-ból kiindulva egymás után a 
MEREK e TEESERBBB 8 ES sze azás BR EZEN ss tás Üagszzee ezttú 
22.110 4HD" 1. 22-20-42 2-210p- 1)(h-rH2? 
C4 Co 


ESWE BIG EDGTHJGT BT 


Cs — — 


és általában az 


c 
Cas — (—1) 221. 1í( 3 Do FAJ GIED 


együtthatókat eredményezi (ahol a c, — 0 megengedése esetén az összes Co; is 
zérus értékű és így valóban y(x) 5 0 lenne). Ezek felhasználásával differenciál- 
egyenletünknek az az — -- v-höz tartozó partikuláris megoldása eképpen 
alakul: 


xt 2 


yi(x) — cgjx — ATOT DT zt 
e Séságy ; 
ele szegett 


ahol c, egyelőre tetszőleges, nem zérus állandó, 
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Keressünk most a c, 5 0 részére célszerű, normáló értéket! E végett igénybe 
vesszük az improprius, paraméteres integrállal 


oo 


Tv4-1-IIW—alfeesdx (valós, dev 4 —1,—2...) 


0 


módon értelmezett ún. gamma-függvényt, ill, GaAuss-féle pi-függvényt, vala- 
mint a faktoriáliséhez hasonló, ill. azokat általánosító (és igazolható") 


o o 


II(0)9—ferrdx—1—01,  I(n —fxresdx—n! (n—1 2...) 


0 0 
lim H() — —os, H6-70)—HW) 63 0D0TF2D...0711 (— 12...) 
sajátságait. 
Ezek figyelembevételével a cg 5- 0 együttható 
1 


10; II(v) 


(ax — vs 0) 


normáló választása bizonyul a legcélszerűbbnek, mert vele a megfelelő partiku- 
láris megoldás az alábbi normálalakra jajpabra 


ha —1) x v-H27 
yi(x) — 27 FIZE eg 921 2 ]1(v - Ésa he p)hH2...(- . s . (V-t DD 7 
ks (— 1) xyt2l 
a 


a ATON OVFD...OTRD 7 


ME (— 1 kér MENYETÓ 
-ázzernő) 719 4-7z0 


A BESSEL-féle differenciálegyenletnek-e partikuláris megoldását a szakirodalom- 
ban elsőfajú, v-ed rendű hengerfüggvénynek, másként v indexű BESSEL-függ- 
vénynek nevezik. Mint végtelen hatványsor, a sin x, cos x stb. mintájára ez is 
transzcendens függvény, de az említett elemiekkel szemben ezt a speciálisak közé 
szokás sorolni, Konvergenciasugara a 


Ck 


Ck. 5 


— lim 


l- 00 


; 1 
szegyen 7 ME 


értelmében R — co, vagyis J.(x) — mint a sin x, cos x TAYLOR-sora — minden 
x-re konvergens. 


e — lim 


ko 00 


TES —1) 


$ L. pl. FARKAS [32]. 
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Differenciálegyenletünknek az x, — —r -£ 0-hoz tartozó analóg partikuláris 
megoldása a J.(x)-ből egyszerűen a v-nek —v-vel való helyettesítésével nyerjük, 
eképpen: 
J-kx) 5 Pal 2 HG naT—7 w nT—- WG (x. s — v S 0. 


ideges dálS e mint a /(x)-nél, — 00 — x 2 50-nek adódik 
Ha a v paraméter nem egész vagy zérus, akkor a J.(x) és a J (x) — belátha- 


tóan — lineáris független, s így a BESSEL-féle differenciálegyenlet általános meg- 


oldása 
y(x) 6 C.JX(x) 8 C, J-.(Xx) (v fe 0, 1, 2, 0. 2). 
Ha a v paraméter egész vagy zérus, akkor [II(—n) — -- co (n £ 0) miatt 
00 e (—D B) - sző ( — 1) Hi Me 
JT-t) — 2 ng irr—n G ETO TT—mla] 7 


az ös TE Ááá B 
-2 TÓ ve ANN] — (—1)"/(x) (n—0 I... 


tehát 7/.(x) és J.n(x) lineárisan függő viszonyban vannak, s így lineáris kombi- 
nációjuk nem adja meg az általános megoldást. Külön említésre méltó az n — 0 


indexű TE EESZMÉST ; 
( — Hi l (xy l (xy 
Jo(x) — 2 (192. Ba b ) Si. Ez ap) - (29 b) SSE gé 


7, Pl. Folytatás. Ha n — O, I, 2, . . ., akkor az általános megoldás képzé- 
sére /n(x)-hez még egy, tőle lineárisan független partikuláris keresendő célszerű 


normálással eképpen: 


Y.(x) — —- lim glesiles St É st va 


JEukSES Jn(x) nJ—n—e(x) — J—n(x) 
— Hir [Arles Jen 


ne (9 na ss Ni 


e 


E parciális deriváltak és v — n-helyi értékük (hosszadalmas) előállítása után" 


$t L. pl. Incr [33]. 
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Y,(19-re az aláhbi formula adódik: 
2 TX fssseltztsi E j - 
29 — 2 Jag [n2 4 122 He 
(s 1) ( E. 1 nti 1 1). GT 
SZTEDT Zn 2 
(y — 0,577215 . . .; n — 0, I, 2, . . .) 
Ez az ún, másodfajú, n-ed rendű hengerfüggvény, másként n-indexű NEUMANN- 


függvény. Felhasználásával a BESSEL-féle differenciálegyenlet általános megoldása 
— egész és zérus v-paraméter esetén — a következő: 


y(x) — C.J.(x) HEY)  (n— 012...) 


A NEUMANN-függvények tetszőleges valós v-re is értelmezve vannak, neveze- 
tesen"? 


Y.(x) — al szsseetássl ésselük. V.éjsüa Vb 


Megjegyzendő, hogy az általános megoldás nyilván v -- n esetben is felírható 
y(x) — C.J(x) t C Y(x) alakban. 
Végül említsük meg az első- és másodfajú, v-ed rendű hengerfüggvény 
segítségével 
HP() — J£) tiIY() HPG)— JC) —iYe) 


módon értelmezett harmadfajú, v-ed rendű hengerfüggvényt, másként a v 
indexű HANKEL-függvényt. Ez láthatóan komplex jellegű. 

8. Pl. Módosított BESSEL-féle differenciálegyenlet. 
Alakja: 


Könnyű belátni, hogy az x, — kx helyettesítéssel és a megfelelő y — yik, 
y" — y; k? összefüggésekkel a (k — 1-nek megfelelő) 


47 1 , yv2. 
vite [1—5]7 0 
normálalakra hozható. Általános megoldása tehát ez lesz: 
y 7 CJ v(Xx) TP CY (xx) — C.I (kx) -k CoY.(kx). 


tt L. pl. Ince [33]. 
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Lássunk most néhány speciális esetet! 
49 l VA v? 
A) Gy Trds ap (ési ked 


Egy partikuláris megoldás nyilván J.(ix), vagy normált alakban 


I(x) — ii" J.(ix), 
mely i7" (ixyt? -— $xrt?i miatt valós. A vele alaprendszert képező normált 


partikuláris megoldás 
K.(x) — A09— ELI  [R(x) — Tim K.J; 


2 sin vo 
az általános megoldás tehát 
y(x) — C.I (x) tt CK (x). 


ni NN 
Bjy4-y—ip—0 (0——i— ő k—öt;vi 0) 


Általános megoldása: 
y(x) — Cs Jo(i?x) tt CK (ix), 
ahoi — szakirodalmi jelölésekkel — 
Jo(i"?x) — ber (x) 4 ibei1(x), Ko (i9?x) — ker (x) -- i kei (x). 


Befejezésül említsük meg — egy-két megjegyzés kíséretében — a Fucns- 
típusú differenciálegyenlet néhány további, nevezetes válfaját, melyek megoldás- 
ként újabb, fontos speciális függvényeket származtatnak, Részletek tekintetében 
a szakirodalotnra utalunk." 


9. Pl. Gauss-féle vagy hipergeometrikus differenciálegyenlet : 
sag AE BSE KEY gi XB 
JAT age SES h zdta ra XX — TD y—- 0. 
j 

Alapegyenlet és gyökei: v(v — 1 -4- 9) — 0; v, — 0, v, — 1 — 9y. Az együtt- 
hatók rekurzív formulája v,-nél, ill. v,-nél: 

öna — (EDBA Ra e, -eTR—DBtk— 

ea AFTER mt kk) 


Partikuláris megoldás v,-nél, ill. v.-nél, c, — 1 mellett (az a, — 0 pólus [x] CT 1 


: L. pl. FaARxAs [16]. 
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környezetére vonatkozólag) az 


a B z(x -F DA(B-FD a 
II" "hir 


x(x -- 1(x -- 2)8(8 -- 1(8 -- 2) x3 
314 DVFD) 


alakú, ún. hipergeometrikus sor, 1il. 


yo(x) — xi 1. a (e — eg me jr 1 1) 


Vizsgálat végezhető még az a, — 1 és az a; — oo pólus környezetében. 


px) S1d-s exe 


kh... E p(x, vi) 


xt. a] z gp(x, vo). 


10. Pl. LEGENDRE-féle differenciálegyenlet : 


Ég; 2x n(n -- 1) 
Ya zzaró! Ta garral 


i 


Az a, — 1 pólus Jx — I] 7 2 környezetében az x — 1 — 28 transzformációval 
nyert 


, 1—28é , 86 Cd llhagáls b , dy 
vat szpee TE hy bg) 


differenciálegyenlet az előbbi hipergeometrikusnak 
c—n-i 1]  8—--n 9y—-l1l (v—v —0) 


speciális esete. Megoldása, az ún. LEGENDRE-polinom vagy gömbfüggvény ez 
lesz: 
— a .T(n-t DD, , (1— Dn(n 4 D(n -- 2) 
P(x — 1 ate (em ; EZ... 
je nk . . (n — 1Unín 3- 1) . . . 1—x 


Sen e Az edz e AR EZÉ n E a 
(ne ss § ahol s 5 


Konkrét esetei: 
i 
P(xy— 1  BP(xX)-x  P, — 5 (3x2— 1),  P.(x — 5 (5x8 — 3XI.. s s 
Egyébként RoDRIGUES formulája szerint 


P(x) — - (x2 — 1). 


oni Ta 
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11. Pl. JAcoBi-féle differenciálegyenlet és polinomok : 


y" uja ESETET BÉB STEES j ML Csáts nt s dha mé Léna DOS - s] 
0 1—x? 1 — x? 3 


In(x) — ETT ÖT Tt " Él ex) FX], 


Speciális esetei: 
A) a — B — 0; LEGENDRE-polinomok. 


B) a — § — — s ; elsőfajú CSEBISEv-polinomok: 


T(x) — cos (n arc cos x). 
másodfajú CSEBISEV-polinomok: 


sin [(n -k- 1) arc cos x)] 
sin (arc cos x) 


e 


Un(x) — 


12. Pl. LAgGvuERRE-féle differenciálegyenlet és polinomok : 


ng XtTBÉE1, ne, ,. 
y" Tt xX y gő; 


LA) — -zze "2 lesett), 


13. Pl. HERMITE-féle differenciálegyenlet és polinomok : 
y" ez 2xy" -k 2ny sm 0; 


H(x) — e: si (e7"). 


4. §. LINEÁRIS KERÜLETÉRTÉK- ÉS SAJÁTÉRTÉK-FELADATOK 


a) Bevezető al Az egzakt műszaki és természettudományokban, 
megjegyzések pl. a szilárdságtanban, az elektrodinamikában, az áram- 
lástanban stb. fontos szerepet játszanak az ún. kerület- 
érték-feladatok. Ezek lényege: a vizsgált természeti jelenséget műszaki folyamatot 
leíró algebrai vagy differenciálegyenlet, ill. -rendszer olyan partiruláris megol- 
dásának megkeresése, amely kielégít bizonyos, a tanulmányozott objektum hatá- 
raira, peremére, végpontjaira vonatkozólag előírt ún. kerületi feltételeket (más 
néven peremfeltételeket). 


Kiemelendő, hogy a szóban forgó algebrai vagy differenciálegyenletek és 
kerületi feltételeik nem magát a valóságos jelenséget, folyamatot írják le, hanem 
csupán ún. matematikai modelljét. Ez utóbbi a valóságból absztrakcióval, lényeg- 
telen sajátságaik figyelmen kívül hagyásával, a bonyolultak egyszerűsítésével 
nyerhető. Az így adódó modellt — a matematikai kezelhetőség érdekéberi — 
olykor még további egyszerűsítő feltételeknek vetjük alá. Ilyen körülmények 
között egyenleteink természetesen csak közelítőleg írják le a valóságot; a közelíi- 
tés jósága nyilván a modell valósághűségétől függ. Egyébként a matematikai 
modellezés egyes, elvi és szakmai részletkérdéseiről már az Il. §. a)-ban beszél- 
tünk; egyéb tekintetben az irodalomra utalunk." 


Az említett elhanyagolások, egyszerűsítések matematikai célja sok esetben 
az ún. linearizálás, vagyis annak biztosítása, hogy a különféle modelleket leíró 
algebrai vagy differenciálegyenletek és a kerületi feltételek, vagyis a vizsgált 
kerületérték-feladatok — az ismeretlen függvény, ill. deriváltjai szempontjából 
— lineárisak legyenek. E törekvés magyarázata a lineáris algebrai és differenciál- 
egyenletek elméletének viszonylagos egyszerűségében, lezártságában, hozzáfér- 
hetőségében rejlik. 


RB] Ilyen körülmények között érthető, hogy tárgyalásunk középpontjában 
is a lineáris kerületérték-problémák állnak, mégpedig a közönséges differenciál- 
egyenletekkel kapcsolatosak, és a rájuk visszavezethetők. Ízelítőt adunk továbbá 
— alkalmas helyeken — a nemlineáris problémákból is. Megjegyzendő, hogy a 


L. pl. EGERvÁRY [14]. 
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kerületérték-problémák pl. a szilárdságtani alkalmazásokban gyakran együtt 
fordulnak elő ún. sajátérték-feladatokkal. 

Tárgyalásunk során — az eddig említett klasszikus matematikai diszciplínák 
mellett — igénybe veszünk (bár korlátozott mértékben) modern matematikai 
segédeszközöket is (pl. a matrixszámítást). Munkánk szerény terjedelme miatt 
gyakran hivatkozunk a hozzáférhető szakirodalom megfelelő helyeire. 

A fenti bevezetés után most tanulmányozzuk az algebrai egyenletekkel és 
főleg a közönséges (és közvetve a parciális) differenciálegyenletekkel kapcsolatos 
legegyszerűbb, túlnyomórészt lineáris s főleg szilárdságtani vonatkozású kerület- 
érték-feladatokat — mégpedig egyelőre csak megjelenési formájukra, alapvető 
tényeikre és elemi megoldási módszereikre szorítkozva, speciális kérdéseik külön- 
álló tárgyalását pedig későbbre halasztva. 


b) Lineáris 
kerületérték- 
feladatok (alg.) 


aj Mint a fentiekben már utaltunk rá, a lineáris kerü- 
letérték-feladatok a legegyszerűbb esetben lineáris 
algebrai egyenletrendszer és lineáris kerületi feltételek 
alakjában jelennek meg. Az utóbbiak érvényesítése 
rendszerint a 0 és n -- 1 indexű ismeretlen (mint 0-értékűek) elhagyását ered- 
ményezi. 

Ily módon a kerületérték-feladat — nem nagy n esetén — a lineáris egyenlet- 
rendszerek hagyományos egzakt módszerei (pl. determinánsok, Gavuss-féle 
algoritmus stb.) valamelyikének alkalmazásával oldhatók meg. Nagyobb n esetén 
feladatunkat — lineáris matrixegyenletként — a matrixalgebra valamely véges 
rekurzív eljárásával (pl. EGERvVÁRY rangcsökkentő módszerével) célszerű meg- 
oldani. Nagy n esetén a közelítő módszerek (pl. a SEIDEL-féle módszer, a relaxa- 
ció) lépnek előtérbe elektromos, sőt elektronikus gépi támogatással, 

Megjegyzendő, hogy egyenlőközűség (pl. egyenlőközű koncentrált erőkkel 
terhelt tartó) fennforgása esetén a lineáris egyenletek gyakran átírhatók diffe- 
renciaegyenletre s erről határátmenet útján lehet áttérni a megfelelő differenciál- 
egyenletre. A matrixok ilyenkor is előnyös segédeszköznek bizonyulnak. Az effajta 
átírások élesen megvilágítják ugyanazon probléma különböző matematikai tár- 
gyalási módjainak, eszközeinek szoros kap- 
csolatát. 

Most pedig lássunk egy-két ilyen kerü- 
letérték-feladatot! 


B] Egyenlőközű koncentrált erőkkel 
terhelt, kéttámaszú tartó nyomatékvi- 
/ szonyai. — I". Legyen (15. ábra) Pi; Mrs Ir 
rendre az x, — k4x — ka helyen jelentkező 

15. ábra koncentrált erő, hajlítónyomaték, ill. lehajlás. 
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Ez utóbbi mennyiségek között — mint ismeretes — az alábbi ún. alakváltozási 
egyenlet állapít meg összefüggést (bizonyos megszorítások mellett)": 


6EI 
Moi 5 4M, BU Mr E az (—yk-i HIS 2 118 Yr--1) (k a I, VEKEK TT n), (1) 


ahol n az adott P, koncentrált erők (tehát n 4- 1 az a hosszúságú szakaszok) 
száma, az előbbiek között pedig a 


! —Mhi 4 2M — Ma — AP, (k—1,...,n) (2) 


egyensúlyi egyenlet. Adott y lehajlások esetén a (tartóvégek nyomatékmentes- 
ségét kifejező) kerületi feltételek a következők: 


M9—-—0, Mn. 7 0. (3) 


Kerületérték-feladatunk az n — 4 esetben — részletesen kiírva — az alábbi 
lineáris inhomogén algebrai egyenletrendszer alakjában jelentkezik: 


0 — 4M, 3 M, — c(—yo t 2yi — yo 
M, -— 4M, — M; IZE c(— yi 2y2— 93) 
si M., -— 4M9d3- M, — c(— yt 2ys— ya) 
e a) M; 3 4AM,--0  — c(— y3-t 2y4— y5). 


Megoldása a keresett M, hajlított nyomatékokra — az M.-vel induló szukcesz- 
szív kiküszöböléssel —- eképpen adódik: 


— 9y(—56y, -- 127y, — 90y. 4- 24y9—  6y,-- W;) ] 
— y( 15yo— 90y,-t 151y2— 96ys-- 24y,— 4y;) I 
— y(— 4yp-- 24y,— 96y, 4- 151yg— 90y,-- 15y;) Í 
sz yo —  6y1- 24y. — 90y2 1 127y, — 56y.) ) 


. c  — 6EI 
V 209" 209a2]" 
Minthogy a (nyomatékmentes) tartóvégeken gyakorlatilag fix (lehajlás- 


mentes) alátámasztást alkalmazunk, e formulákban yy — y; — 0. 
E probléma elegánsabban tárgyalható az 


t — [M,, M,, M,, M.], y" — [1 Y2 sa] 


SAS S 


t L. ezeket a c) y) helyen! L. még Szabó [38]. 
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vektorok, a 


C-f 2-1 0 0], E-—f1l 0 0 0], K-—[4 1 0 OT 
szt eli Hb 0 100 1 4 1 0 
0-1 2 —I 0 010 0 1 4 1 
0 0-1 2 0 00 1 0 0 1 4 


matrixok bevezetésével (nyilván már az M) — M. — 0, y, — yz; — 0 feltételek 
figyelembevételével) és az utóbbiak közötti 


K—6E—C 


összefüggés felismerésével. Ekkor ugyanis kerületérték-feladatunk, 


Km — (6E — Cjm — cCy 6-5) 


ma (9) 
lineáris matrixegyenlet alakjában jelentkezik. Megoldása — a IK] 5-0, IC[ 40 
determinánsra, vagyis a K és C regularitására és így invertálhatóságára való 
tekintettel — eképpen alakul: 


m — cK 1Cy — c(6E — MAL sz (5) 
—[(M1—ef8 1 0 OT 2 31 OT Tyl 
M, l 4 1 0 —1 2 B OI Íya 
M 0 1 4 1 0-1 2 —-Iliíf[ys 
M, 0 0 1l 4 0 0-1 2]ÍLy, 
Szi EVE 56 —15 4 —l[. 2-1 0 OÍ[íÍy e. 
2091-15 60-16 4 kk 2—1 OlÍ[y 
4 —16 60 —15 0-1 2 6—-Il[ííÍye 
—1 4 —15 56 —-1 0-1 Z2íÍLy, 
—— 127 —90 24 —6iÍ[y[.. y 127y1 — 90495 -- 24y;, — 6y,i , 
—90 151 —96 24Í1y, —90y. 3-151y, — 960yz -- 24y, 
24 —96 151 —90í1ys 24y, — 96y., -t-15ly, — 90y, 
—6 24 —90 127ÍLYy4I. —6yi 14- 24y, — 90ysz --127y, 


s ez nyilván összhangban van a fentebbi eredménnyel. Az előbbi matrixegyenlet 
és megoldási módja nyilván ugyanaz marad tetszőleges n esetén is. 


II". Ha az M,, hajlítónyomatékok adottak és az yr lehajlások keresendők, 
yo — Yns1 — 0 kerületi feltételek mellett (és M, — M,.17-— 0 figyelembe- 
vételével), akkor a fentebbi matrixos számítás nyilván eképpen módosul: 


1 1 
Km— (6E — Om — cCy, - c Km HE C-(6E — Om, (6) 


b) LINEÁRIS: KERÜLETÉRTÉK-FELADATOK (ALG.) 143 


konkrétan n — 4-re pedig így: 


h]-if4 3 2 II.[4 1 0 OolfM]T . € .[19 18 12 6I1[M, 
y.l 5cÍ3 6 4 2] ÍL1 4 1 olim ] 30£EI[18 31 24 12Í1M, 
ya 2 4 6 3] [o 1 4 1ÍIIM; 112 24 31 18ÍÍM;, 
ya 1 2 3 al [0 0 1 4llM, 6 12 18 19]ÍM, 


Felismerhető egyébként, hogy 
516. [9-1 — XT Nkai] [Ar 1 ., PAM, 
Lev - erte] - [2] s — dem [8], eg 


a" k Ax, 
[do — xx — X4.17 4x— a,  2yrk— yk — Vki 
Dyx — dyrsa — AYk — Yrk4a — VX tt Ira] 
körülmény figyelembevételével a (4) matrixegyenlet differenciaegyenlet alakjában 
is előállítható, eképpen: 
1 1 1 a? 1 
szigaes szeg g ESA —ip(m—5 a Cr , 
4?y,, szt M k a? 4xM k 


da8 "  7E 6IE 28 (k —1,2,...,n), (8) 


mely — a Cy és Cm szerkezetéből kifolyólag — az 
yo —yYn—0 (és M,— M,,, — 0) (9) 


kerületi feltételekkel együtt értendő. E differenciaegyenletről később könnyű 
szerrel át tudunk térni a megfelelő differenciálegyenletre (4Ax, — a — 0 határ- 
átmenettel). " 

y] Az előbbi kéttámaszú tartó erőviszonyai. Áttérés többtámaszú 
tartóra. — I". Az előbbi példában tanultak szerint, az ottani (2) egyensúlyi 
egyenlet is felírható matrixalakban, nevetesen — a (3) kerületi feltételek figye- 
lembevételével — 


Cm—-—aáp, ahol pt—[(P,,P,,..., DP]. (1) 
Megoldása m-re nyilván 
m—-aC]!]!p (JCI- 0). 2) 
Az (1) és a fentebbi (6) matrixegyenlet egyesíthető egymással, 
Km — akC "p — a(6E — OC 9p— cCy (3) 


£ V. Öö. a c) 9)-val! 
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módon s így közvetlen kapcsolat létesülaz m-be foglalt nyomatékok és az y-ba 
foglalt lehajlások között. Megoldása y-ra láthatóan 


a a a? 


— A 6-ixC—n — 8 SY sze 
VEG ÉS z XP (. E (4) 


Az adott p?" — (P,,..: B,, . . .. B,.] erőrendszer nyilván kiegészíthető egy 
olyan x; helyi r? — Rise? — R[0,..., 1, ..., 0] járulékos erővel, amelynek 
1 ) n 


hatására az ottani v; lehajlás zérussá válik, . vagyis az x; hely újabb támaszként 
viselkedik (716. ábra). E járulékos erő R; mértéke — a (4) alapján — 


(y— ely—) TeA(p--r)— (ap b aR) — 0 
ÍR: 7-9 (gk 9 5) 


módon, vagyis lineáris inhomogén egyenlet megoldásaként nyerhető, 


16. ábra 


Hasonló meggondolással, r,, ri, . . ., r, járulékos erők útján még több táma- 
szú (Xo5 Xj..Xis s ss Xs Xnya; 1 n) tartóra is áttérhetünk; az R;,R;,...,Ri 
mértékek lineáris inhomogén reguláris egyenletrendszerből számíthatók ki. 
A megfelelő m nyomatékeloszlás — beláthatóan — a (2) bővítésével nyert 


m—-—aC (pair otr;hk...4r (6) 
matrixegyenletből adódik. 
II". A (4) alatti és az 
l 62 — 1 l — FT Ari — 2479 b Vera] [Ar 
Tas lTI JC ég VESSE] 7-2 [/ 
[4944 — (Ay) — (9x-2 — 29rhi tt I) — 2(9r-i — 2Yk Tt Yrt1) Tt 
- (9k — Dr Tt IYrrr2) — Yk—2 — 49r-i Tt 6Jk — ÉVkri TT Yra2] 
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új differenciaformulák felhasználásával a (3) matrixegyenlet is átírható differen- 
ciaegyenlet alakjába eképpen: 


1 1 1 (p a 1.p 
esz 2 s—— ezákiádá 1. éesas bezszesapzj ez tgelsáál: szett BD kek Eszesíőtttt 
Csy — 5 C(6E — CJC-1.- p [ c je 


4y D a? 4p P.. 
kk ) (k-rzrenmzé] 6 


amely — a C?y — C(Cy) (és a Cp) szerkezetéből kifolyólag — az 


4? d?y ; 

Yo — gxnti — 0, ő jii KEGYE —-— 0 (és a — §nkx] — 0) (9) 
kerületi feltételekkel együtt értendő. E differenciaegyenletről szintén egyszerűen 
áttérhetünk majd a megfelelő differenciálegyenletre (Ax, — a — 0 határátme- 
nettel)." 


c) Lineáris kerület- al Mint a bevezetőben említettük, számunkra az 
érték-feladatok ilyen kerületérték-feladatok a legérdekesebbek. Lássuk 
(diff) most — előkészítésképpen — e feladatok főbb fogalmait, 

jelöléseit ! 


Közönséges lineáris n-ed rendű differenciálegyenlet : 


s e ee mmm meet mee e ee ee e am a e e min á E a e e 


L.[9] - b2) crhgyt 7 eng ek seb ceb9y TE bg -F cabgy — 9] 0) 


48 MEN SSSS ese ststÉS ! 


— - e e k  —  ——  — — —  —— — ——  —  —  — ——  — —- — —  —, A TT  TTaTTaTTaTaTT a  — —  —— — — —,— — —— —  —, —  ,—  — — — — — — —  ——,—, —  ——  — —  —, — — — —,—,— 


ahol c,(x) és f(x) adott és a vizsgált a 7 x a b szakaszon folytonos függvények. 
A szakasz x, — a, x, — b végpontjaira előírt lineáris kerületi feltételek : 


Ugyi z E teto) Bo —g [ G—L2..sm 


ahol air, Bjk És gj adott állandók, 
Homogén jelzővel illetjük az (1) differenciálegyenletet, 


ha 
f09—0 (a cTxdcab (3a) 
a (2) kerületi feltételeket, ha 
g/7 0 (e 1. 2.sogn) (3) 


£ V. Öö. a c) y)-val! 


10 Közönséges differenciálegye.uletek — 44 231/VIOI."" 
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az (1, 2) kerületérték-feladatot pedig, ha 
f6)—0 (acxcacb és g—0 (j—l1,2,...,n). (30) 


Speciálisan, a másodrendű differenciálegyenleteknél előforduló kerületi feltételek 
— a szokásos elnevezéssel — lehetnek 


elsőfajúak : y(a) — yi,  y(b) — Ve; (4a) 
másodfajúak: y(a-—-—y, y(tb)— vs (4b) 
harmadfajúak, csy(a) -- diy (a) — ej (4c) 
v. STURM-félék: cosy(b) 4 doy(b) — e.. 


Természetesen, ezektől egészen eltérő kerületi feltételek is felléphetnek; pl. 
b 


az y(a) — y(b) periodicitási feltétel, az Í y(x)p(x)dx — c integrálfeltétel, az 


a 


y(a) " y. (a) — d nemlineáris feltétel stb. 
Külön említést érdemelnek a vizsgált szakasz egyes x, belső pontjaira, 
bal oldali és jobb oldali határértékek segítségével előírt 


JO 9 — yip(x) (k u 0, 1; assz N— 1) (5) 
[d49(x) z lim y9(), JP) z isi y9(] 
x—xjr—0 xaxjt0 
alakú, ún. csatlakozási feltételek. 


B] Az (1.2) kerületérték-feladatok megoldása során szokás szerint előállítjuk 
ez (1,3a) homogén egyenlet 


ne) : 53 cjnj(x) — cim(x) 4 xenelx) a . . . PF Cnnn(x) 

(La[n691 — 0) (6a) 
általános megoldását, ahol — tudvalevőleg — a C; —k tetszőleges állandók, 
ún. paraméterek az 7j(x) partikuláris megoldások pedig lineárisan függetlenek, 
ún. alaprendszert alkotnak, a velük képzett WRONSKI-determináns 

im) 7 nk)  ... mk) 
W() z m(x) mWd  ... mi) SE ft árzzb (65) 
17—D(9) 1 D(x) . . . 17—D() 
magatartása mellett. Megállapítjuk az (1) inhomogén egyenlet egy 


yi)  AL[y1(691] — f6)) (6c) 
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partikuláris megoldását. Végül ismeretesen — szüperpozícióval, vagyis 


y(x) — nt) yt) IL [Y(9] EJ) (6d) 


alakban kapjuk az (1) inhomogén egyenlet általános megoldását. A (2) kerületi 
feltételek érvényesítésével éppen az említett cz, Ca, . . ., Can szabad paraméterek 
nyernek számszerű meghatározást, s általuk a keresett partikuláris megoldás 
konkrét megállapítást. Áz (1—2) lineáris kerületérték-feladat megoldásának 
létezése (egzisztenciája) és egyetlensége (unicitása) kérdésében a későbbiekre 
utalunk. 

Lássunk most néhány lineáris kerületérték-feladatot a szilárdságtanból! 


vi A hajlított tartó matematikai modellje. — Utalva az a) c)-ban 
tett modellezési vonatkozású megjegyzéseinkre, most felvázoljuk a hajlított 
(egyenes) tartónak a szilárdságtani irodalomban használatos matematikai modell- 
jét és megfontoljuk a valóságos hajlított tartóhoz való viszonyát. 

A szóban forgó modellt az alábbi kikötések, feltételek határozzák meg: 

a) Tiszta hajlító igénybevétel. 

b) Az eredetileg sík és a tengelyre merőleges keresztmetszetek a deformáció 
során is olyanok maradnak (BERNOULLI1— NAvIER-féle feltevés). 

c) A fajlagos hosszváltozások arányosak a feszültségekkel (HooKkE-törvény). 

d) Az anyag a húzó és a nyomó igénybevétellel szemben egyformán visel- 
kedik. 

E modell ún. rugalmas szálára — mint jobb kézikönyvekben olvashatót — 
a következő (pontosan érvényes) differenciálegyenletet vezetik le (a 17. ábrán 
látható koordináta-rendszerre vonatkozólag): 

1 ál M 3 
(Ras 7 TE (asxsi— a), (1) 
ahol a rudat állandó IE merevségűnek vettük (ellenkező esetben IE i15 x függ- 
vénye). Ez nyilván azt fejezi ki, hogy a rugalmas szál görbülete arányos a hajíító 
nyomatékkal (ill. ennek és a merevségnek a hányadosával). A mínusz előjel az 
M és az y" látható előjeleltérést hivatott kiegyenlíteni. 

Vegyük szemügyre most a fenti modellt a valóság szempontjából, Model- 
lünk kétségtelenül elvont változata a valóságos hajlított tartónak; az utóbbi 
viselkedése ugyanis csak bizonyos szerkezeti anyagoknál (pl. acélnál) és akkor 
is csak bizonyos határok (pl. a c)-vel kapcsolatban az arányossági határ) alatt és 
méretviszonyok (pl. az a)-val kapcsolatban b// — 1/10) mellett közelíti meg kielé- 
gítően a modell leegyszerűsített sajátságait. Közülük főleg az a) megközelítése 
problematikus, mert — a V -— dMj/dx összefüggés értelmében — a nyomaték 


: L. pl. MurrNyánxszxgy [23] 


10" 
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változása együtt jár a nyíró igénybevétel fellépésével, s az utóbbi elhanyagolható- 
sága (vagyis a Tmax S Omax nagyságrend) csak az említett b/l arányhatár alatt 
következik be. Ilyen körülmények közt az (:) differenciálegyenlet valóban csak 
közelítőleg írja le a valóságos hajlított tartó magatartását, mégpedig nyilván 
annál jobb közelítéssel, minél közelebb áll a (változó) valóság a (rögzített) modell- 
hez. 

A matematikai kezelhetőség tekintetében pedig megállapíthatjuk, hogy dif- 
ferenciálegyenletünk nem lineáris (hanem — mint rendezés és hatványozás 
útján belátható — hatodfokú) s mint ilyen, csupán egyes speciális esetekben 
(pl. M(x) — const-nál) oldható meg egyszerűen. 


yso0 


17. ábra 


Felvetődik tehát a differenciálegyenlet linearizálásának s e célból a model! 
újabb korlátozásának gondolata. Az új kikötés ez lesz: 
e) Csupán kis deformáció engedhető meg. Ha ez teljesül, a tartó deformált 
alakjában is lankás, a vízszinteshez kis hajlásszögű marad, következésképpen 
y" 1 és így 1-§£y?sl. 


LIL d 


Differenciálegyenletünk tehát ilyenkor az alábbi közelítő alakját veszi fel: 


M 
sze ES (0 x El) (2) 


4.4 
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Ez már nyilvánvalóan lineáris és általános megoldása — bármilyen folytonos 
MC(x) esetén — kétszeri határozatlan integrálással nyerhető. 

Megjegyzendő, hogy a gyakorlatban a kis deformáció követelménye eléggé 
teljesül, mert pl. hidaknál a megengedett maximális lehajlási viszony f//l 7 1/1000. 
Érthető tehát, hogy a (2) differenciálegyenletet széles körben alkalmazzuk a 
szilárdságtanban ; azonban tartsuk mindig szem előtt az említett korlátozásokat! 

Végül meg kell említeni, hogy a (2) közelítő differenciálegyenlet — a jól 
ismert 

2 
élés 7 V(x), 7 kg — —p(x) (8) 


összefüggések felhasználásával — az alábbi, ugyancsak sűrűn alkalmazott (és 
szintén közelítő) alakra írható át: 


4 vak — sz (0 S xEl (4) 


Általános megoldása — bármely folytonos p(x) megoszló terhelés esetén — négy- 
szeri határozatlan integrálással adódik. 

Most pedig lássunk e (közelítő) differenciálegyenletekkel kapcsolatban 
néhány jellegzetes kerületérték-feladatot! 


ő] Egyik végén befogott tartó, különféle terheléssel... — I". A m á- 
sik végén koncentrált erő. A hajlító nyomaték most (18. ábra) 


M(x— —P(l—x) (az alsó szál nyomott), 


a (közelítő) differenciálegyenlet tehát 


A kerületi feltételek esetünkben 


y(09— 0, y(0)—-— 0, 


18. ábra 
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vagyis a befogás helyén a tartó lehajlásmentes és vízszintes marad (ún. befogás: 
feltételek). A differenciálegyenlet megoldása — a kerületi feltételek egyidejű 
érvényesítésével — így alakul: 


P P 
sz TE — 51aJ. y(0——7gCI.-0 C,— 0; 
P (lx? P 
v—rz(5— 5710 ám (sé szt ze sal 


A rugalmas szál egyenlete, a szélső szelvény lehajlása és szögelfordulása tehát így 
alakul: 


P Pl? 
yo(x) ez 6IE (31x? e XX"); Fr i— yo(l) — szei p FŐ tg p - yo(l) — 9IE" 


Ugyanezek elegánsabb számítással: 


I Pf P in PB 
Vf) — 07 f4— 8) dé — ep (2lx— 2), (0) — 5Tp ; 
0 


Pf? 
voln) — 0-4 5 faj (z- 2 ZTE (öle? — 2), vo 0) —57g 


II". Végig egyenletesen megoszíó terhedés. A kerület- 
érték-feladat most fal hangzik (19. ábra): 


— §4- E ; — y(0—y(0— 0  (befogás), 
— IEy"(0 5 V(0O-4A-Dpli (reakcióerő), 
— IEy"(l) z M(l —-—0  (nyomatékmentesség),. 


EJ sconst 
THAI 


19. ábra 
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Megoldása, lépésenként: yő-((x) — Fo [1-4 Íde[— EL (x— 0), 
TE E 
y9—0— 5 (8—Ddz— Pe (x— 0? — 2 — ex HP) 
ME IE ú 


yi) — 0 7- fefe — Da — e [tk — DP) — Z fg b? — Bx2l 1 3219), 


yol) — 0 4- EB. dj [8 — B? -- B1.dE-— zés [ee — D1— 1 7- alőx) — 


GYI SÉTE (xt — 4lx? 3- 61x?). 


Hl pl pol 
TE veg p As yol) — Se 


III, A másik végen —M, hajlító nyomaték. A kerület- 
érték-feladat (20. ábra) : 
M f 
y-t Tg; y(0—y(0)— 0 (befogás), 


megoldása pedig: 


aaa Mol Max Mm 
ésslgts tl ! dni 


2 2 
19 0alg fed e 1-5 


20. ábra 
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e] Kéttámaszú tartó, különféle terheléssel. — I. Középen kon- 
centrált erő (21. ábra) : 


,  —— P(l— x) Észt ság zsé b aa HE 5 06 A, MENNRÉSESA 


P í P 12 
yolx) — 0 —TEJ V — €) dt — Ea (1 — x 


1/2 


[301 — x) — 4(l1— xy], 


Pr E 
yo(x) — 0 Ev (I — §)? d 


— 751E 
l BI ; Pt 
f 7 volz]— z6TE p s yol) — — fz7x" 
[/2 [/2 


21. ábra 


A 0 S x Ez I/2 szakaszon — szimmetriaokok miatt és (/l — x) — x helyettesí- 
téssel 


yo(x) — 48 5 (3/2x — 4x?). 


II", Végig egyenletesen megoszló terhelés (22. ábra, : 


22. ábra 
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w-árTg; y07-y07-— 0, 


y" (0) —y(0) — 0; 


ye zxtC hp TeX FCx Ce y(0—-—C,- 0, 
öz péz, psszt 

v — del3— 7) tes 7—de(5— 6) teste 

v(0—C,— 0, y()—— 4 C— 0, C4— Gr; 


yolx) — - 57 IE (4x? — 6lx? 3-1),  y(x) — 51 ÉTÉ (xt — 21x? 3- [3x); 


5őpol" 


III". Mindkét végen My) nyomaték (23. ábra) : 


23, ábra 


n [Ma BA Es , l ne 


3 M M; 
yo(x) mia 5JE (/ SE 2x), yo(x) — 27/E Ta (1x fiz Xs 


- l . Mp 8. sg . Ml 
7 vol) — B]E ?" p As y (0) — 97E" 


; [ l 2 
p ss yi(0) — Zs ; Tf — yoll[2) — eggTE " Man 7 M(5J—S 
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IV". Harmadában koncentrált erő (24. ábra) : Egyensúly: 
A —3P - I/3 — 0, A— P, B — 2P. Nyomatékok (az x helyre vonatkozólag): 


M.(x) — P(l — x) — 3P(l — x) — 2Px borz). 


3 
l 
Mu(9) — P(l — x) E Sxz 1) i 
24 [ 
3pP 
x x x 0 
:slttjámne ZAKONÁTTÉI u. yl-ipz 
A 1; B 
Xore 1377 Xo 
l 
y 
24. ábra 
Differenciálegyenletek; 
et 2Px 0 S zi l 
1 TE ! ja 5) 
j P(l—x Z 
Xn — mé Elst É 


Kerületi és csatlakozási feltételek: 
yi(0) — yu()) — 0 — (alátámásztás), 


MM l 9" A a HENYE A ő 
Ji 5) — Yu (5) s; Ji 5) SI 5) 
(folytonos átmenet lehajlásban és lejtésben). 


Legyen a továbbiakban P — 1 (3P — 3) és !/ — 3. 
A kerületérték-feladat megoldása: 


; l ú 1 x 
yx— iget 0, n— gg(—g text Ce]; 
; 1 x? 1 3x2 x8 
va —gp[-3t 5 4 Ca va gg(— 5 tg text]; 
5 19 1 
GE Co — 0, Cs—g Cs —— 5; 


1 1 
yi. (x) — 5]7E (10x — 2x?),  Yn (2) — s7TE E — 3)(é — 6x 3-1). 
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A rugalmas vonal tehát két, az x — 1 helyen közös ponttal és érintővel 
rendelkező harmadfokú parabolaágból áll. A maximális lehajlás : 


; 1 5 já 
Yi.(xo) 37E6— 180 -- 3X0 - 19) -— 0, Xg "5 157 


1,45 
s Yn.(x0) s "TE" 


6] Az eddig bemutatott példák mindegyikénél — mint láthattuk — hatá- 
rozott megoldása volt a lineáris kerületérték-feladatnak. Minthogy e körülmény 
nem magától értetődő, ezért vizsgáljuk meg egyszerű példák útján, hogy milyen 
alternatív megoldásai lehetnek egy közönséges differenciálegyenlettel kapcsolatos 
lineáris kerületérték-feladatnak. 


1. Pl. Tanulmányozzuk e célból az 
PV eegyeseő 
alakú és nyilván az 
y — c, cos x 4 co sin x 


általános megoldással rendelkező lineáris differenciálegyenletet, különböző kerü- 
leti feltételek mellett! 
I. Kerületi feltételek: y(0) — 
— I, y(1) — 1. 
Érvényesítésük: y(0) — C, : 14 C, : 0 — 
mm áz P 
yi) —1:cos1tCssin1— 1, C, — 


. 1— cos! 
—  sin1l 


— 0,546. 


29. ábra 


Megoldás: y(x) — cos x -- 0,546 sin x, 
tehát ez esetben egyértelmű megoldás van (25. ábra). 
II. Kerületi feltételek: y(0) — L, y(m) — —I1. 
Érvényesítésük: y(0) — C, — 1, 
y(z) —1:cos zt Cosinzxz— 1:(—1) CC, :0— —I, 
tehát a második feltétel (az első érvényesítése után) automatikusan, a C, válasz- 
tásától függetlenül teljesül. Megoldás: 
yo(x) — cos x 3- C. sin x, 


tehát ez esetben végtelen sok megoldás létezik; a megfelelő egyparaméteres 
görbeseregnek a P.(x, —1) pont közös, ún. csomópontja. Az ilyen határozatlan 
kerületi feltételek gyakorlatilag használhatatlanok. 
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III", Kerületi feltételek: y(0) — 1, y(z) — —2. 

Ervényesítésük:; y(0) —C,—l, 
y(z) — —173€C,:0 -- —2, 

mert az egyenlőség a C, semmilyen értéke mellett nem biztosítható. Ez esetben 
tehát egyáltalán nincs megoldás ; az yo(x) — cos x 3- C, sin x görbesereg egyetlen 
görbéje sem halad át a P(x, —2) ponton. 

Látható tehát, hogy itt ugyanaz a három eset léphet fel, mint a lineáris 
egyenletrendszereknél. E probléma behatóbb vizsgálatára később visszatérünk, 


d) Nemlineáris a] A közönséges differenciálegyenletekkel kapcsolatos 
FÖGÁLAKOANÉS Ső lineáris kerületérték-feladatok első bemutatása után 
sat eése térjünk rá most a velük kapcsolatos nemlineáris kerü- 


letérték-feladatokra. Minthogy ezek behatóbb tárgya- 
lása meghaladja kereteinket, különösebb elméleti előkészítés nélkül, csupán 
néhány érdekes példán keresztül igyekszünk ízelítőt adni az effajta feladatokból, 


26. ábra 


B] Hajlékony, nyújthatatlan (ún. ideális) kötél önsúlyával terhelve. 
I", Az említett jelzők nyilván a valóságos kötél matematikai modelljét szabják 
meg. Legyen (26. ábra) p a kötél fajlagos súlya, 0 — ps az s hosszúságú BP 
kötéldarab súlya, H — pa a P, mélypontban és K — p Va? 3- 52 a P pontban 
ébredő érintőleges kötélerő (mint valamely a, ill. Va2.-- s2 hosszúságú kötél- 
darab súlya), a 0, H és K erők egyensúlya mellett. 


d) NEMLINEÁRIS KERÜLETÉRTÉK-FELADATOKRÓL 1D7 


A kötélgörbe (láncgörbe) integro-differenciálegyenlete (mint a K kötélerő 
és a kötél P-beli közös iránytangense) : 


x 


ga—-y-g—-5—-5—- [VT de 
J 


differenciálegyenlete tehát (x szerinti differenciálás eredményeként) : 


ÉSE EZÉ 

Üss 
y —-Vi-ty? i 
: 


Ez nyilván nem lineáris (kanem — mint négyzetreemeléssel ellenőrizhető — 
másodfokú). A kerületi feltételek egyelőre — célszerűen — ezek lesznek: 


y(0) — a — — y(09— 0 (a ordinátájú mélypont). 


A feladat megoldása (szeparálással és kétszeri integrálással) : 


EX ; szett es 
[és 5 67 - fe s arsh yo,  yo(x) sh 0? 
0 


x : 
yo(x) — a 4 fsnz dó — a -k ajch: 
0 


8 Xx 
o a 


Ez tehát a láncgörbe egyenlete (az ábrázolt, célszerű koordinátarendszerben),. 
Ívhossza: 


x x  , assess 
s7- ay — ash-— [cet — a? — Vy? — az. 


Érintőszerkesztés P-ben: 


pp ezis észessszgyzztée Ű. az ábrát. 


Kötélerő P-ben: 

— VETŐ —p Var Tsi — py; 
e szerint a P(x. , 91) pontbeli K, — pyi és a P(x, yo) pontbeli K, — py, kötél- 
erő e pontokból az x tengelyig lelógó, vagyis y,, ill. ya hosszúságú és p fajlagos 
súlyú kötéldarabbal pótolható, az egyensúly megtartása mellett. A láncgörbe 
alakja egyedül az a — H/p paramétertől, vagyis a vízszintes feszítőerő és a fajla- 
gos súly viszonyától függ. Ha a igen nagy (mert HS p), akkor valamely 
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Ixl E] £ a szakaszon x/a igen kicsi, és ezért közelítéssel élhetünk, eképpen 


2. 2 
y— ach z 9 a (1 -H 5-3] — a - sz (,, d" paraméterű parabola) 


3 2 29(/v — 2 
s—-ashá s a(gt ae táajse 873. s 7) j 

II". Oldjuk meg most a következő általánosabb s egyben gyakorlatibb 
kerületérték-feladatot : 2 hosszúságú kötél illesztendő két, egymástól 27 vízszintes 
és 2m függőleges távolságú A és B pont közé. 

A kötélgörbe egyenletének meghatározását végezhetnők tetszőleges (víz- 
szintes-függőleges tengelyű) €, n) koordináta-rendszerben, 

6.421 


(E) — me n(t2)— mm,  ÍVIF7éde — 2 


feltételek mellett, de úgy az egész számítást elölről kéllene kezdeni. E helyett 
a fenti speciális, célszerű, de egyelőre ismeretlen helyzetű (vízszintes-függőleges 
tengelyű) x,y koordináta-rendszert fogjuk alkalmazni. Jelöljük O origójának 
függőleges távolságát a P, mélyponttól a-val, vízszintes távolságát az A végpont- 
tól A-val (a, A — ?). Ekkor — a kötélgörbe fenti egyenletének felhasználásával 
— írható, hogy 


y 7 ach- , yi t 2m — ach 


A 27] — A 
Ü (91. a, A — 9), 


A 2] — A 
a 


a7ash- , 2L—s — ash (S15 a, A — ?); 


és ebből összevonással nyerhető, hogy 
(27. ábra) 


am — a [en — eh] 
a a 

ját szá (a, A — ?). 
2L — a[sh s t shh) 
a a 


Végül — ismert hiperbolikus azonossá- 
gok segítségével — az 


ség séget, 
a a 
sk ee 
27. ábra ús li 
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összefüggések s ezekből az ismeretlen a-ra és A-ra az 


VL? — m? 
Z 


l a 


(implicit) eredmények adódnak, ( Ezek ismeretében y, — ach 2 s.— a sh ű ] 


e) Lineáris aj Miként a c) a)-ban már láttuk, a közönséges diffe- 
kerületérték- renciálegyenletek lineáris kerületérték-feladatai álta- 


feladatok 
el lában 
alternatívái 


L[yi — ba cd -f) (azxcb) (19) 


Ul] Ez 3 tauyto(a) je Bixyt9(b)) — 8] (J— 1.2,...,n) (15) 


alakban jelennek meg, ahol c,(x), f(x) a vizsgált szakaszon adott, folytonos függ- 
vények, air, Bjk; gj pedig adott állandók. 


1. Pl. A rugalmas ágyazású tartónál a lineáris kerületi feltételek ilyen 
alakúak: 
U(yk-o — y(0) t- ary (0) — k, : 
ULlyk-i z y( 1 ay) — kk; 


Az (1a—b) lineáris kerületérték-feladat — tudvalevőleg — inhomogén, ha 
f(x) 0 és g — (81. §25- s gn) § 0. 


Az ilyen feladat alkalmas transzformációval félhomogénné, tehát vagy az (1a) 
differenciálegyenletben, vagy pedig az (15) kerületi feltételekben homogénné 
tehető. Ezzel szemben általában nem lehetséges az ilyen feladatot ún. színhomo- 
génné, vagyis az említett differenciálegyenletben és kerületi feltételekben egyaránt 
homogénné tenni, 

Ha yi(x) az (1a) inhomogén differenciálegyenlet egy ismert partikuláris 
megoldása, akkor az (1a)-ból az y(x) — y1(x) -4- z(x) (egyszerű) lineáris transz- 
formációval (és L[y] — f(x) követeléssel) az 


L(z] — L[y — y1] — L[y] — L[y1— 16) — fr) — 0 (29) 


homogén differenciálegyenlet adódik az új z(x) ismeretlen függvényre. 
Fordítva, ha y.(x) egy, az (1b) inhomogén kerületi feltételeket kielégítő, 
vagyis U [yo] — gy tulajdonságú ismert függvény, amely az (1a) differenciál- 
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egyenletet rendszerint nem elégíti ki, akkor az y(x) — y.(x) 4- w(x) (egyszerű) 
lineáris transzformációval (és U [y] — g;. LIy] — h(x) 7 f(x) követelésekkel) az 


Ujlw]j — Uly — 92] — Uly1— Ulyl— 8 —gj— 0 (2b) 


Ltv] — Lly — yo] — LIy] — LIyol — f(x) — S ezta) — hod 
kzz0 


homogén kerületi feltételeket kapjuk az új w(x) ismeretlen függvényre és a régi 
differenciálegyenletet, új h(x) zavaró függvénnyel. 


2. Pl. Szemléltessük az elmondottakat az 
y 4y7-l; y(0—1l 9y(i 7-2 
inhomogén kerületérték-feladaton! — Az y, — 1 partikuláris megoldás, lévén 
LIy4j 50731-—1. Azy—137- z lineáris transzformációval nyerhető 
za zzüz 210 5-0. 2) e1 
kerületérték-feladat már félhomogén, ti. a differenciálegyenletben homogén. 
Az eredeti (inhomogén) kerületi feltételeket az y, — 1 -- x függvény kielé- 
gíti, lévén y.(0) — LIL, y.(1) — 2. Az y — (1 4- x) 4 w lineáris transzformációva: 


adódó 
w" 3 w — —x; — w(0)— 0, nu(1)—-—0 


félhomogén kerületérték-feladat a kerületi feltételekben már homogén, 


BI A c) €)-ban — egy példa során — megismerkedhetünk a közönséges 
differenciálegyenlet lineáris kerületérték-feladatainak megoldási alternatíváiva: 
(ti. egyetlen vagy végtelen sok megoldás van, vagy egy sincs). 

A) Az alábbiakban elméleti kritériumot kívánunk megállapítani az 


L[y]— 0, Udy]l—gj 4—-—L12...n) (34—b; 


félhomogén (a differenciálegyenletben homogén) lineáris kerületérték- 
feladat megoldhatóságára. A (3a) differenciálegyenlet általános megoldása — 
mint a c) $)-ban említettük — 

y(x) Ez ci1yi(x) a ra ceyo(x) Ez ... 5) Cnyn(x) [W(x) s 0] 
alakú, ahol y.(x); yo(x); . . .; vya(x) alaprendszer, C, , Co; . . , Ca tetszőleges állan- 
dók. Érvényesítve reá a (35) kerületi feltételeket, az 
U [Y] - csU [ya] "Te cU [92] TssT crULYyn] - 8; (J—12....n) (4g 


lineáris inhomogén algebrai egyenletrendszert nyerjük, a C) , C,, . . ., Can isme- 
retlen meghatározására. Egyenletrendszerünk megoldhatóságát — tudvalevőleg 
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— együtthatóinak 
U [yi] UlydJ . . . Ul] 
ULlyi Ufyel ... UL[yn] 


6. AAEAPGEGAEPAEAGAEGAGA Ae... 


Ulyl  U.[92 . . . Ü[9n] 


D — (4b) 


determinánsa dönti el, olyan értelemben, hogy 


I". D 3 0 esetén a (4a) egyenletrendszer s vele együtt a (3a—b) kerület- 
érték-feladat egyértelműen megoldható (bármely g; kerületértékek mellett); 


II". D — 0 esetén bizonyos g; kerületértéknélt végtelen sok megoldás van, 
másoknál pedig egy sincs, 


B) Ún. színhomogén feladatnál a 


Be Bs sas Ba 
kerületértékkel számolunk, s ennek megfelelően a feladatnak 
I". D - 0 esetén egyedül az y — 0 triviális megoldása létezik; 


II". D — 0 esetén pedig ezen kívül még végtelen sok (nem triviális) meg- 
oldása 15. 

Ez utóbbi éppen az ún. sajátérték-feladatok esete; ilyennekkel az f) pontban 
-rogunk foglalkozni. 


3. Pl. Vizsgáljuk meg az 
I[ylzy —y7-0; UÜU[y] 7 y(094y(0—2  Udy] Ez y(0) -y(1) — 4 


zélhomogén lineáris kerületérték-feladat megoldhatóságát! — Eldöntésére szer- 
kesszük meg a (45) determinánst az yy — ex, ya — e7" alaprendszer segítségével: 


e2 3- e? er — eV! 


— Je 7 el e"9 3- e71 


—2(145]- 0 


Ily módon feladatunk — bármilyen g; értékek mellett (így az adott g, — 2, 
99 — 4-nél is) — egyértelműen megoldható. Speciálisan, színhomogén feladat- 
nál (gy) — g2 — 0) csak az y - 0 triviális megoldás létezik. A fenti g, — 2, 


U[ly]i U.[y] 
UL[yi] velyel 


t Ti. az ún. főismeretlenek együttható-vektoraitól lineárisan függő g — (gj) vektorok 
esetén. 


11 Közönséges differenciálegyenletek — 44 231/VII."" 
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g2 — 4 esetben a következő partikuláris megoldást kapjuk: 
, 1 
2 0 21 J- c) 
d. zsa sees et egri 
4 1793 - je 
"e e 2[1 -- 5) 


MESE LE ENETS 3e — e? 


1 
1 D 


— ————IuKiÁ—]-—KIIu—um—um—m—— —-—————.  — — 


2 — 


Dl14-e 4 I l etil?" 
811) hop 
38 — e 
yo(x) — 1 lezser gálli 
— e — e? 
Ellenőrzés : ya(0) -k yo(1) — (1 7 a) védi : 


—1-beh——gl8e— ez Tt 3 — e) — 


— 1 73 e — j(e tt 10(e—39—1-(-e—e--3— 4, 
— e? 3e — e? 
vo(0) -- 760 — 14 SZT 41 — egx1 — 2. 

f) Lineáris al Miként az e) )-ban láttuk, az ún. színhomogén 
sajátérték- (lineáris) kerületérték-feladatnak normális (vagyis D -- 
feladatokról 

a 0) esetben csak y — 0 triviális megoldása létezik. 


Ha azonban egy ilyen kerületérték-feladatban még 
egy 4 paraméter is fellép, akár a differenciálegyenletben, akár a kerületi feltéte- 
lekben, akkor érdeklődhetünk a 4 azon értékei iránt, amelyeknél a feladat egy- 
egy nem triviális megoldással rendelkezik. 

A A paraméter ilyen kitüntetett értékeit a továbbiakban a feladat , saját- 
értékei ""-nek, a megfelelő nem triviális megoldásokat pedig a feladat , saját- 
függvényei "-nek, végül magát az ilyen kerületérték-feladatot , sajátérték-feladat" - 
nak fogjuk nevezni. 

A mérnöki sajátérték-feladatoknál gyakori eset, hogy a paraméter lineárisan 
szerepel bennük, mégpedig az ismeretlen függvénynek vagy egyes deriváltjainak 
faktoraként. Ilyenkor a homogén lineáris differenciálegyenlet mindig átrendez- 
hető 


L[y] — pa phgyo A: p3 agyo z 4 : My] 49 
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alakra, amely tehát a 4-s tagokat a jobb oldalon, a többieket pedig a bal oldalon 
tartalmazza. 

Ugyanilyen átrendezés a homogén lineáris kerületi feltételekben is elvégezhető 
(a )-beli linearitás esetén), nevezetesen új 


— 


U ly] - S (vk (a) 4 ögkye (b) — ba tej (a) TF Ök (by za " VIy] 
kz0 k-0 


módon, Egyébként számos mérnöki sajátérték-feladatnál fel sem lép explicite 
a A paraméter a kerületi feltételekben. 

. Az (1) differenciálegyenlet megoldásai — az x független változó mellett — 
nyilván a A paramétertől is függenek. Ha y.(x, 2), . . .; yn(x. 4) egy alaprendszere 
az (1)-nek, akkor általános megoldása 


y(x, 4) z csyi(x, 2) 4 . . . 4 Cnyn(x, 4) (3) 


alakú, ahol C,, . . ., Ca tetszőleges állandók. Érvényesítve reá a W[y]— 0 
alakra redukált (2) kerületi feltételeket, az e) 8)-beliek szerint a 


Wily] 5 ci" W Lys AJ ezst Ch W I yn(x 4-0 (4) 
(j— 1,2,....n;  U-—AV 5 W) 


lineáris homogén algebrai egyenletrendszert nyerjük, a C, , C,, . . ., Ca iIsmeret- 
lenek meghatározására. Egyenletrendszerünknek s vele együtt sajátérték-fel- 
adatunknak akkor és csakis akkor van a [C — (C,, C,, . . ., Cn) — 0, 11l.y s 0 
triviálison kívül ] nem triviális megoldása is, ha — az e) b)-belieknek megfelelően 
— determinánsa zérussal egyenlő, azaz 


W [yi(x, 2)1 . . . W.[yn(x 4)] 
JÖTA JSZazte s ő zo ltős MERANNÉSNATETÉTOT st; (5) 


Walyi(x 29] . . . Welynb 1] 


Ez a zérussal egyenlővé tett determináns szolgáltatja — kifejtése útján — a saját- 
értékek megállapítására hivatott ún. sajátérték-egyenletet vagy rezgéstani elne- 
vezéssel frekvenciaegyenletet. Ez a 4-ra általában transzcendens egyenlet, s 
így gyökeinek kiszámítása rendszerint csak valamely (numerikus, grafikus vagy 
gépi) közelítő módszerrel sikerül, fáradságos munka árán. 

Komplex függvénytani eszközök?" igénybevételével még további megállapí- 
tásokat is tehetünk a sajátérték-egyenletről. Differenciálegyenletünk lineáris s 
így analitikus 4-ban, tehát az yj(x, 4) partikuláris megoldások is analitikus függ- 


t L. pl. FAzExas [35] 


11" 
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vényei 4-nak. Minthogy kerületi feltételeink is analitikusok 2-ra nézve, a belő- 
lük racionális egész műveletekkel képzett D(2) szintén analitikus függvénye 
A-nak, és mint ún. egész függvény?" vagy azonos zérus értékű (amikor is bármely 
A érték sajátérték), vagy pedig legfeljebb megszámlálhatóan végtelen sok izolált 
zérushellyel rendelkezik, végtelenbeli torlódási pont nélkül. Ezek után a saját- 
értékeket, ha egyáltalán léteznek, abszolút értékük szerint rendezzük és indexel- 
jük, eképpen: 
ZasZosáaszész ahol "0SIAZ IE TA S] Ses 


Éppen ilyen sajátérték-feladatok lépnek fel az ún. stabilitási feladatok meg- 
oldásánál (pl. kihajlási, törési stb. problémáknál), ún. rezgési feladatoknál (pl. 
kötél lengéseinél) stb. Az alábbiakban ezekből adunk némi ízelítőt! 


PRI Rúd kihajlása, törőterhelése. A) Lent be- 
fogott, fent szabad vég. — Legyen adva egy 
függőleges helyzetű, egyenes tengelyű, állandó EI merev- 
ségű, alsó végén befogott, a felső végén pedig szabad és 
ott tengelyirányú P erővel terhelt rúd; ugyanott célszerű 
a koordináta-rendszer kezdőpontját választani (28. ábra). 
Keresendő a Pv. kritikus terhelés, amelynél a rúd függő- 
leges nyugalmi helyzetéből oldalt kitér. Ez az ún. EULER- 
féle törőterhelés klasszikus feladata, annak ún. II. terhelési 

Z esete. 

28. ábra Kis deformációk esetére szorítkozva, a hajlított rúd 

y" —- — M(x9/EI közelítő differenciálegyenletéből indulunk 
ki. Esetünkben ez — az M(x) — Py körülmény figyelembevételével — eképpen 
konkretizálódik : 


y" —- —k?y, azaz y" 1 ky —0 [e kazzi ET) K (1) 


A rúdvégekre vonatkozó kerületi feltételek nyilván ezek: 
y(0—-0 yWl7- 0. (2) 
Láthatóan mind differenciálegyenletünk, mind kerületi feltételpárunk line- 
áris homogén, vagyis kerületérték-feladatunk lineáris színhomogén. Szembetűnő 
továbbá, hogy a differenciálegyenletben egy szabad 4 — k? — P/EI(P — §?) 
paraméter is fellép, mégpedig lineárisan; ugyanez a kerületi feltételekben nem 
szerepel. E 4-nak azon 2, — kf? — P,/EI ún. sajátértékeit keressük, amelynél 
az y 5 0 triviálistól különböző megoldások, vagyis az egyenestől eltérő egyen- 
súlyi alakok adódnak. Sajátérték-feladatunk nyilván a fent körvonalazott tí- 
pusú, 


kt L. pl. Fazzxxas—FREY [34] 
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Érvényesítsük ezek után kerületi feltételeinket differenciálegyenletünk 
y(x) — C, cos kx -- C, sin kx (3) 
általános megoldására: 
y(0—C,:1-—C5:0—0, C)— 0; 
y() — —C:k:073€Cokcoskl— 0, €C.,kcos ki — 0. 
Az utóbbi egyenlet teljesítésének módjai : 
a) k — 0, azszz P— k?:EI — 0 terhelés (érdektelen); 
b) C, — U, azaz y — 0 : cos kx 0 : sin kx — 0 (érdektelen triviális meg- 
oldás, vagyis egyenesen maradó sül); 


c) cos kl — 0, azaz 


zt 37 őz (2r — 1)z 
KG cö sás edés ut Al 
Feladatunk sajátértékei és sajátfüggvényei tehát a következők: 
PB. 3? 
7 l— k? -— — (27 — 1? ; 
r EI 6r— Dre 
11]. 
27 — 1)z 
y(x) — Csin eleg x (r—1,2,8,...; C., tetszőleges). 
(3 


29. ábra 


A k? sajátértékek és a P, — k? : EI képlet segítségével képezhető a (29. 
ábra) 


397 V 
Pp — (mv . EL, P.- (5) ELP — €r— 19 (a) . EL. 


végtelen kritikus terheléssorozat; elméletileg e terheléseknél lép fel oldalsó 
kihajlás. Gyakorlati jelentősége csak az első kritikusnak, a 
as EI 
1. (20 
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nagyságú ún EuLER-féle törőterhelésnek és a megfelelő y.(x) —C, sin 5] x stabil 


egyensúlyi alaknak van. A többi P, terhelésekhez instabil kihajlási formák tar- 
toznak, amelyek kísérletileg csak különleges elővigyázatosság mellett valósíthatók 
meg, s egyébként a legkisebb zavaró hatásnál maguktól átugranak az említett 
stabil alakra. 

Megjegyzendő, hogy a b) alatt említett egyenes egyensúlyi alak is egy további 
lehetőség tetszőleges P ca P, terhelés mellett. Említésre 
méltó végül, hogy a c) esetben a C, értéke nincs befolyás- 
sal a differenciálegyenlet kielégítésére és egyébként a rúd 
sinusgörbealakjának tetszőleges amplitúdóját jelenti. Itt ter- 
mészetesen tekintettel kell lenni a differenciálegyenlet ér- 
vényességi és az anyag szilárdsági határaira. 

B) Lent befogott, fent csuklós vég. 
— Ez az ún. III. terhelési eset. Az előző, II. esetbő! 
úgy származtathatjuk, hogy felső szabad rúdvég vízszin- 
tes kitérését alkalmas H vízszintes erővel megszüntetjük. 
A nyomaték most M(x) — Py — Hx, a differenciálegyenlet 
pedig (30. ábra) 


Xx jöv Sb ez a zo a 2 s sz lk 

s azaz y -- kgy — Bx 1-6—-gp8—gj): 
végül a kerületi feltételek 
y09)—-yh-yb) —0 


alakúak. Kerületérték-feladatunk — láthatóan — lineáris félhomogénná vált. 
Inhomogén differenciálegyenletünk általános megoldása y.(x) — Ax 1- B felte- 
véssel, ill. a (3) felhasználásával 


y(x) — n(x) -- y(x) — C) cos kx -- Csin kx -- bx je éz A -5) ő 
A kerületi feltételek érvényesítése: 


y(0—C):1C,:043b:0—0, C,— 0; 


y() — Cssinkl-tb:1—0, Cv———g 7 — ZET; 


y (1) — kC, cos kl 3- b — — 55 (k - ctg kl— 1) — 0. 


Az utóbbiból a sajátérték-egyenlet 
kl—tgki, §£—tgf (£—-—Kl) 
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DT 
alakban adódik. E transzcendens egyenletnek 6 ss ke szó mellett) legki- 
sebb pozitív gyöke közelítőleg 
- 3 
6 ez k.l - p 11, 
s vele az első kritikus vagy EULER-féle törőterhelés 
2.E I 


2 
Pp, — (7) sie ekre 


l 22" 
59 
a megfelelő egyensúlyi alak pedig 
. H sin kux a 3 
yi(x) s P b si 1) [/al FI 7 ) 6 
C) Lent is, fent is csuklós vég. — Ez az ún. I. terhelési 


eset, s egyben a legegyszerűbb. Kerületérték-feladatunk most 
ez (ó1. ábra) : 


P 
y" 7- k?y — 0 (2 sz kt — ET) §. y(0) — y(l) — 0. 


Az A)-hoz hasonló számítással most a 
sinkl—o0, azaz klzm—rzs (rW—0,l1l, 2,...) 


sajátérték-egyenlet s a megfelelő 


; áss. st iz 

y.(x) — Co sin k.x — C, sin rTx (C, tetszőleges) éj áh 
sajátfüggvények adódnak. Az első kritikus v. törőterhelés és a hozzá tartozó 
egyensúlyi alak tehát 
at: EI 


Pp — ki: EI g— , y1(x) — Co sin x. 


. D) Lent is, fent is befogott vég. — Ez az 
ún. IV. terhelési eset. Kerületérték-feladatunk most ismét — 
mint a B)-ben — félhomogén, mégpedig (32. ábra) : 

77 TR P 4 dszai M, 
y ea E I s 


P M 
"a k2y — z k? — — 701 v. 


y(0)—-y0) —0, y(09-yWl 7 o. 
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A kerületi feltételek érvényesítése az 


o 3. 
y(x) — C, cos kx 3- CS sin kx 3 c 6-6 P) 


általános megoldáson: 
y(09—C,-t-c—0, C)— —c; 


; l — cos Xi ki 
y(l) — c(1 — cos kl) 3 Cosinkl— 0, €C, — ELESÉS ——ctg— ; 
(0) — —ek tg 5 — kC, — 0, .- :-t (—0,12...); 


y (0) — cklsinkl—0-cosk) —0, sinkl—0, kl—r:az. 
Az utóbbi kettő ugyanazon 
kl—r:22 (r—0,1,2,...) 


sajátérték-egyenletet szolgáltatja; a megfelelő sajátfüggvények 


y,(x) — c(1— cosrőT x) tk 0 — 25 sinrfx (0 lay 


Az első kritikus v. törőterhelés és a megfelelő egyensúlyi alak tehát 


2. 
P.E Ki ezis EE ill. — yi(x) — jó sin? 6.98 


— Összevetve a négy tárgyalt eset törőterhelési formuláját, látható, hogy 
a nevezőben a következő, ún. kihajló hosszúság szerepel (a négyzeten) : 


0. l 
l, —t l, ln - 21, bat aaz 3 LAP 
Megjegyzendő végül, hogy e kihajlási vizsgálatokban I mindig a rúdszelvény 
legkisebb másodrendű nyomatékát jelenti. 


yi Ideális húr sajátrezgései. I". Tekintsük a d)-ben tárgyalt ideális 
(vagyis teljesen hajlékony és nyújthatatlan) kötelet, fonalat! Fajlagos (vagyis 
hosszegységnyi darabjának) tömege legyen u — p/g. 

További megszorításként tegyük fel, hogy az érintőleges K kötélerő igen 
nagy az (elhanyagolható) 0 — ps önsúlyhoz képest (0 £ K), és gyakorlatilag 
állandó nagyságú, vagyis 


K — VKH: 30?—K Ve £) s K T.. — H — const, (1) 
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Következésképpen feltesszük, hogy 


A) a kötél pontjai csak ti inszverzális, keresztirányú mozgást végeznek 
(ha H változó volna, longitudinális, haosszirányú mozgásuk is lenne) ; 


B) a kötél alakváltozása oly kicsiny, hogy az y kitérés négyzete (és magasabb 
hatványai) az ! kötélhossz megfelelő hatvánvaihoz képest elhanyagolhatók, azaz 


yi CI sígy y? B; (29) 


C) a kötél alakváltozása oly lankás, hogy az y" érintő-ir. vtangens négyzete 
(és magasabb hatványai) 1 — tg 45"-hoz képest elhanyagolhato. . azaz 


VI -ZL sígyy y$cl 1--y2ss1l yo oetgrtrazasinrt  (2b) 


A fenti egyszerűsítő feltételekkel meghatározott kötélmodelit a gyakorlatban 
leginkább a húr (a húros hangszerek rezgő közege) közelíti meg. Ezért a továbbia- 


33. ábra 


kat a kötélféleségek (pl. kötél, lánc, fonal, húr) közül a húrra vonatkoztatjuk. 
Egyébként értelemszerűen ugyanezek érvényesek a hengerfelület alakú hártya 
(membrán) rezgéseire a fenti kikötések értelemszerű teljesülése esetén, a feltün- 
tetett koordinátarendszerben (33. ábra). 

A dinamika alaptörvénye szerint egy ds — VI -- y? dx ev dx hosszúságú 
húrelemre hatú df — H: dy, — H : yi, dx 


transzverzális (rugalmas visszatérő) erő és b 
dP — — udx : y4y tehetetlenségi erő (dinamikus) Re [fe 


egyensúlyban van egymással (34. ábra), azaz 


dT 3- dP — Hyő.dx — udx:y4—-—0. (39) 


Ebből rendezéssel a rezgő húr (ill. a végtelen 
hengerfelület alakban rezgő hártya) alábbi diffe- 34. ábra 
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renciálegyenlete adódik: 


1. 9 ,9 
Ya — c WNxx; vagy 


ogy  , Ogy a. BH 
52-án 6-5] (80) 


Ugyanezt egydimenziós hullámegyenletnek is szokás nevezni. Típusára nézve 
parciális, lineáris, másodrendű, homogén differenciálegyenlet, megoldásai pedig 
y — y(x, ) alakú kétváltozós függvények. Minthogy a II". értelmében 1 -- y? ss 
cs l, tehát 1/R — y5(1 -- y2)3? ss y5, ily módon differenciálegyenletünk a húr- 
ívelemek y5 görbületének és vi, gyorsulásának (minden x helyen és t időben fenn- 
álló) arányosságát juttatja kifejezésre. 


II". A (35) differenciálegyenlet megoldását keressük most egy később is 
gyakran alkalmazandó eljárással, nevezetesen a BERNOULLI-féle 


y(x, 0 — m(x) " 942) (4) 
szorzatfeltevés módszerével, ahol az n(x) alaktényező és a 9(t) időtényező egyelőre 
ismeretlen. 

Fizikailag e feltevéssel a húr ún. állóhullámait, vagyis az n(x) alaktényező 
x, zérushelyein állandóan y(x;, t) — n(x;) " 8(t) — 0 ": 9(£2) — 0 kitérésű csomó- 
ponttal rendelkező rezgéseit keressük. Egyébként az alaktényező — várhatólag 
— a húr amplitúdóalakját, az időtényező pedig az amplitúdó és a nyugalmi 
helyzet közötti mozgásának időbeli lefolyását fogja meghatározni (esetleges 
állandó faktoroktól eltekintve). 

E feltevés — behelyettesítéssel és szétválasztással — 

Ü [/ dé 


nd—cmb, il. 5 —c 


7 § (5a, b) 


egyenletre vezet. Ez utóbbi, vagyis a csupán t-től függő bal oldalnak és a csupán 
x-től függő jobb oldalnak minden szóba jöhető t időben és x helyen fennálló 
egyenlősége csak akkor teljesülhet, ha mindkét oldal egy és ugyanazon állandó- 
val, mégpedig — periodikus megoldások nyerése érdekében — valamely később 
meghatározandó —w? negatív állandóval egyenlő, azaz 


B 2 7 szeszt, ggg) (50) 


Kiindulási parciális differenciálegyenletünk — az említett feltevés behelyette- 
sítése, az ezt követő szétválasztás, végül a —w?-tel való egyenlítés után — nyil- 
vánvalóan szétesik a 
A 49 2 
$ kh w89-—-0 és 9 mez (6a, b) 


idő- és alapegyenletre ; láthatóan mindkettő közönséges, lineáris, állandó együtt- 
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hatós homogén differenciálegyenlet. Általános megoldásuk nyilván 


0(t) — c, cos wt 3- co sin wt — C sin (ot -- 9) (7a) 
e - Ves cs, p7arctg el 
2 
n(x) — k, cos x- kesinCx — K sin [exet v) (7b) 
15—T— 7 .k, 
IK-VEFR, v— arc tg gi 
2 


Az n(x) ismeretlen állandóinak (k,, k, vagy K, y) megállapítására írjuk elő 
az alábbi kerületi feltételeket : 


n(0) — n() — 0; (8a, b) 


fizikailag: az x — 0 és az x — l/ helyen legyen csomópont! Az első feltétel érvé- 
nyesítése : 


n(0—k,:13§k "0—Ksiny— 0, tehát k —y-—0. (9a) 


A második feltétel érvényesítése : 


n() — k, sin I — Ksinfl — 0, (95) 


tehát — a nem triviális megoldást biztosító k, — K 5- 0 körülmény folytán — 
kell, hogy 


sin al — 0, — következésképpen sel. mra (r—l,2,...) (10a) 


legyen (azr — wy — 0 esetben szintén a triviális megoldáshoz jutunk). Az utóbbi 
a probléma sajátérték--vagy frekvenciaegyenlete, ennek 


6-T TET 0 (E 2] (10b) 


gyökei a probléma sajátértékei, ill. sajátfrekvenciái (pontosabban azok 2:r-szeresei, 
vagyis saját-körfrekvenciák), végül a velük képzett 


60) 3 VA 
, 7 K.sinr7 


nr(x) — K, sin i 


x (100) 


partikuláris megoldások pedig sajátfüggvényei, ill. sajátrezgései. Megjegyzendő, 
hogy ezek az n,(x) (r — L, 2, ..., u, . . ., V. . .)) sajátfüggvények ún. ortogonális 
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függvényrendszert képeznek, vagyis 


0, ha u4--v 


10 
:K, ha u —v 4969 


J 79 n(x) dx Eszi C [sin u T X " sin vV z Xx dx szara Kö, — 
[9 


() 


Egyébként az w, — crr/l — fizikai műszóval — a húr alaphangját (vagy alap- 
harmonikus rezgését), az w, — r ": w, pedig r-edik felhangját (vagy felharmonikus 
rezgését) jellemzi körfrekvenciájával. Nyilvánvaló, hogy a húr bármely két 
felhangjának, pl. az i-ediknek és a j-ediknek a frekvenciaviszonya, az 


Szet et (10e) 


hányados (mint két egész szám viszonya) racionális szám. 
A fentiek értelmében a húr r-edik felhangját (felharmonikus rezgését) jelentő 
partikuláris megoldás 


IL £) — n(x) " 9.(2 — K sin rT x [ev COS rt kh cs sinr T j — 


JC 


Z 


ús. ex ődt . IC 
—sinr 7 x(Acosr ta Bosinr Tt — 


[ 


Z l 


— e S — e eme — ge án 1 a e et 


-Csinrfxssin[r Tt p7) (Pl 2) 


(11a) 
alakú. E felharmonikus rezgés csomópontjai, vagyis mn.(x) alaktényezőjének 
zérüshelyei nyilván 


xeskz 0 (KE0.ls 27 ég?) (11b; 


abszcisszájúak, 

Parciális differenciálegyenletünknek az említett kerületi feltételeket kielé- 
gítő, szorzat alakú általános megoldása, mint az előbbi partikuláris megoldások 
ineáris kombinációja, fizikailag pedig a húr hangja (rezgése), mint alaphangja 
(alapharmonikus rezgése) és felhangjai (felharmonikus rezgései) szuperpo- 
zíciójának eredője, a következő: 


ejti ke § JT a JC ; 
— — VW nye vi 12: 
y(x, 2) 2 a,y (x, t) 2 kai sinr 7 x "sin r T ( -k p7) (12. 


e 


(D, — a C,), 


ahol D, és g, egyelőre tetszőleges állandók. E megoldás — láthatóan — végteler 
trigonometrikus sor alakjában telentkezik, úgyszintén (tagonkénti differenciálássa. 
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nyerhető) parciális deriváltjai (az egyenletes konvergencia előzetes feltételezé- 
sével). 

III". A D, és 9, meghatározására újabb, ún. kezdeti feltételeket írunk elő. 
Nevezetesen, egy alkalmas f(x) függvénnyel (amelynél pl. f(0) — f() — 0 és 
max If(x)I £ 1] megadjuk a húr kezdeti alakját, 

KÖTSZ ENSz THE ge ; 5... sát s 2: azút 
y(x, 0) z f(x) 2 sín gy, "SINTjx Rt sinrTx (13a) 
módon, egy megfelelő másik g(x) függvénnyel [rendszerint g(x) z 0-val] pedig 
kezdeti sebességeloszlását, 
§ — asz S kás . Sí ló Ez ha 1 és 
y(x, 0) z g(x) 3. Di T COSg,:SsinrT7x 2 F, sin rTx (135) 


r—] 


módon, E formulákból kitűnik, hogy E, és F, a (0, 7) szakaszon kívül 7 — 27 
periódussal és páratlan jelleggel folytatandó f(x), ill. g(x) függvény FOURIER- 
sorának együtthatóit jelenti, s mint ilyenek, az ismert 


E, ED sam e 1 709 sin r Í x dx, (14a, b) 
0 


F,— D, cos gy — f 99 sinr fx.dx — ő VGA 
0 


formulák segítségével számíthatók ki, konkréten megadott f(x) és g(x) esetén. 
Ezzel problémánk elméleti tárgyalását befejeztük. Szemléltetésére álljon itt az 
alábbi numerikus példa! 


Pl. L egyenek a húr fizikai és kezdeti adatai a következők: 


H—4, u—-1, c€-2Zsc4 1-—-n T—2—2x; 


m 
isx; ha OV EXrEÉEmn 2 0 LZegl, 
elrn—x) ha az/2SxázZmx;  g(x) s0. 


f(x) — 


Esetünkben az előbb említett FouRiER-együtthatók így alakulnak: 
2 k j z 
F,— D.cosg— 7 f0 sin rxdx — 0, S így 


0 


7 ; 
P-z: COST — 0, sing, —1 (mert D, 5- 0); 
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továbbá [f(x) — f(x — x) miatt csupán r — 2k -- 1-gyel számolva 
J/2 Fi 


Je sin rx dx €je — Xx) sin rx dx! — 


U 


E,— D,sing,—D,— 5 


4E 4e x E... ny2 
——dfxsinrxdx——]j——cosrxt—sinrxi  — 
Jt Úy vb Jt r r 0 
0 hsz 


BEREST AESÉES 1) GGCATE SET SEB 4 1 E NÉNES HET 
szules r2 vs) (2k- DD Eok4 1 
és nyilván E, — E — 0. Ezzel a probléma megoldása így alakul: 
ts £ j JT 
y(x, b) — 2 D, sin rx " sin [rt -- 5] — 


mo STT : sin (2k 3- 1)x : cos (4k 4 2)t — 


4e( . 1 ABB -sé 
— [ein x cos 2 — gin 8x cos öt 4- az sin 5x cos 10£— -F . , .] . 


5] Rúd transzverzális (hajlító) lengései. I". Tanulmányozzuk most e 
problémát, utalva a rúd longitudinális (húzó-nyomó) és torziós (csavaró) lengé- 
seire.Y — Induljunk ki az egyenes tengelyű, állandó EI merevségű rugalmas 
rúd linearizált, közelítő differenciálegyenletének 


EI-y6— —M és EI:yW.——Mg— 2 (La, b) 
eredeti, ill. (— MS — —V; — p értelmében) módosított alakjából, Az utóbbiban 


a p megoszló terhelés helyét most a 


sz —uyh (1c) 


megoszló tehetetlenségi erő vészi át, ahol u a rúd (és az esetleges megoszló 
terhelés) fajlagos (hosszegységre vonatkoztatott) tömege. Zérusra redukálás és a 
9-s jelölés bevezetésével a rúd (szabad) hajlító rezgéseinek alábbi differenciál- 
egyenlete adódik: 


91y 
ETSS 4 Ezt ke sz 0 (2) 
Ha még külső, kényszerítő (megoszló) erő is működik, f(x, t) intenzitással, 


$ L. pl. ScHwANnNx [9]. 
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akkor éppen ez kerül az egyenlet jobb oldalára (a 0 helyett) 
94y 92y 
módon, így nyervén a rúd kényszerített hajlítólengéseinek differenciálegyenletét.. 
A (2), 111. (3) — típusa tekintetében — parciális, lineáris, állandó együtthatós 


homogén, ill. inhomogén differenciálegyenlet. 
A homogén egyenlet megoldását keressük ismét a BERNOULLI-féle 


y(x, 9) — nk) " 92 (4) 
alakú, álló lengéseket jelentő szorzatfeltevéssel ! Ez behelyettesítéssel az 
EI : ny8 3 un — 0 (5a) 


egyenletet, majd szétválasztással, valamint a mindenütt és mindig egyenlő x-es 
és t-s oldal állandóságának megállapításával az 


ez 4-w? — (w? — const — ?) (50) 


egyenletet szolgáltatja. Ez utóbbi az n(x) alaktényező és a 89(t) időtényező 


4 2 
an 0 (7 7 ET) ZT E ert ll ls E 


közönséges, lineáris, állandó együtthatós, homogén differenciálegyenletére esik 
szét. (Az előbbiben a uw?/EI [w? — ?] paramétert célszerűségi okokból jelöltük. 
Aj módon [/ a rúd hossza, 4! — ?]). 

II". Az alakegyenlet általános megoldása — az a? — 4"/8 — 0 karakterisz- 


tikus egyenletnek és az; — - ül/l és az , — - 4/l gyökeinek figyelembevételé- 
vel — a következő: 


fxbCchfxbDShÍx (7) 


Az A, B,C,D állandókat először a mindkét végén alátámasztott rúdnál 
szokásos 


n(x) — A cos 5 B sin 


n(0) — n(0) -—0 (elmozdulásmentesség) ) 


8 5 
ny (00-07-70 (nyomatékmentesség) 08) 
kerületi feltételek mellett határozzuk meg (ui. tudvalevőleg M — —EI : y".. 
Az első és a harmadik érvényesítésével az 
A? 
n(0) -4tC-—-0  m(0-:5-5-(—4TtCO-—-0 (9a) 
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homogén egyenletpár és A — C — 0 megoldása adódik. A második és negyedik 
feltétel érvényesítése az 


2 
jö 2 Bass Délre ss vi (—Bsin44Dsh2)—0 (98) 
homogén egyenletpárra vezet. Ennek a triviálistól (B — D — 0-tól) különböző 
megoldása csak akkor van, ha determinánsa eltűnik, azaz 
D() - 2sin4ish4 — 0, (109) 


E transzcendens sajátérték- (frekvencia-) egyenlet egyik gyöke nyilván /, — 0; 


ennél azonban az v(x) — B sin 07 t$HDsho T sz 0 triviális megoldás adódik, 
Sajátérték-egyenletünk többi gyöke 
4 semen 
, a 1 [/ £22 — a. S ESbeő vaz 
Vt ! [/ EI" (r — 1, 2,...; sin 4, — 0). (105) 


Ezek a probléma sajátértékei (sajátírekvenciái). Ezek figyelembevételével a (95) 
egyenletpárból D — 0 következik, s így problémánk sajátfüggvényei (sajátrezgé- 
sei) a (7)-ből 

nr(x) — B, sin ra LE e — a ES AZESRÓ (10c) 


alakban adódnak. 
A (6b) időegyenlet általános megoldása — a szoros értelemben vett 


AP 1TET 2 E 3 
o -p/5—-rrk-re r—12..54-[5) (10d) 


saját körfrekvenciák felhasználásával — a következő: 


2 2 
TE kt 2 F, sin r? Te kt. (11) 
A (2) parciális differenciálegyenlet (4) alakú és a (8) kerületi feltételeket 
kielégítő r indexű partikuláris megoldása, fizikailag a rúd r indexű (w, — r?wv, 
körfrekvenciájú) felharmonikus rezgése (G, — B.E,, H, — BF, jelöléssel): 


y(x, 2) 5 nr (x, t) j 0,(t) az 


V.(£) — E, cos r? 


7? 


E azé 
BEZESE a e 2 
— sinra 6. cos Tr? e 


l 


általános megoldása pedig, mint partikuláris megoldások lineáris kombinációja, 
fizikailag a rúd eredő rezgése, mint az előbbi felharmonikusok szuperpozíciója 


kt -- H, sin? TE kt) j (12) 
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(K, — aG,, L, — a.H,, k — EI jelöléssel): 


y(x, 1) — 2 ay (xx, 1) — 


rzsz) 
zi 3? 
— S sin ra ő (K; cosrakt IL, sin r? Tt kt) . (13) 
r—] 


III". Szokás keresni a (3) inhomogén egyenlet egy partikuláris megoldását, 
pl. a rúd mentén c sebességgel haladó P koncentrált terhelést FOURIER-sor alakjában 
leíró 


f(x, t) - 5 DX sin rT t:sinr TA 


ei 
zavaró függvénye mellett, majd a (3) általános megoldására érvényesíteni pl. az 


y(x, 0) — yi(x, 0) — 0 (14) 

kezdeti feltételeket." 
Említésre méltó, hogy ha nem egyszerűen lengő tartóról, hanem hossz- 
tengelye körül forgó tartó, azaz tengely lengéseiről van szó, akkor a (6a) helyébe az 


Eln — w? - [u(nt e) ter] 


vagy —- átrendezés után — az 


wte ,, 2 ú) 
ny KN EI [// 5 EI TJz vé e(x) (15) 


alakegyenlet lép, ahol e(x) a geometriai és a forgástengely (ismertnek tekintett) 
excentriciítása, w?u(m -- e) a fajlagos centrifugális erő, w?cn" pedig a fajlagos 
pörgettyűhatás (a lengő tengely amplitúdóhelyzetében). Megjegyzendő, hogy 
első közelítésre c 55 0, e(x) As 0 elhanyagolással szokás élni, vagyis a tengelyt 
tartónak tekintik. 

A (15)-höz — egyik (x — 7) végén befogott, másik (x — 0) végén M tömegű 
és —Cw?m(0) nyomatékú tárcsával ellátott tengely esetén és e(x) ss 0 elhanya- 
golással — az 

n() — (0 —0, Elm (0) — Cw?m(0), 
EIg(0) — Mos?n(0) 3- cw?myr (0) 


kerületi feltételek járulnak. Amint látható, az utóbbi kettőben az w? paraméter 
is fellép, E probléma bővebb tárgyalását lásd a szakirodalomban."? 

£ L. pl. SCHwANK [9]. 

t3 L. CornarTrz [8], továbbá pl. FuHRxKE [26], MARGUERRE [27], SöcHTING [28]. 


12 Közönséges ditfferenciálegyenletek — 44 231/VII."" 
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IV". A (6) alakegyenlet (7) általános megoldására érvényesítsünk mosz 
(tetszőleges no, vo; Ma és V, értékekkel képzett) 


KEEZSOR , gaz 49 EEZEB M, 177 ml 
(0) — no N(0—Yvo  7T(0-— Eg T09—-—- 
kerületi feltételeket. Eredményül — ellenőrizhetően — az 
n(x) — mo: [en csi 5 T])tvl-z az (nai sin 17] — 


Mb? 1 x VB 1 ls 4 vi 
— ET amleh17— 0517] — EI zplsn27— sin 17] - 
Z V1Cox tt FooSix Tt 9Y30Cex Tt YsoSzx E ro 
partikuláris megoldáshoz jutunk, ahol bevezettük a hosszdimenziójú 
10 — (0), Yoo — a — l7(0), 


ve MP YA V.18 
- im (0 ———ET s 10 — Pn (0) — - ET 


mennyiségeket és az 
Tx — [Cox Six Coxs Sszb Y" — [10 Y205 Y30 V40] 
vektorjelöléseket. 
Látható, hogy a rúd másik végén 
yu — (0) — Ci ht S.yo tt Cezo tt S E TYo 
ahol r!— [Co S), Co, S3] és benne 


C)— 5 (ch2-k cos A), ill: szltlöllls 


Cs zdédjez cos4), Sz — 


378 (sh 4 — sin 4) 


575 
a A paraméter transzcendens függvényei, 
Képezve továbbá a másik rúdvégre vonatkozó 
ya —-iT0, 9u— By -— 
Mt? az V 1 
Ez — ET ? ya — Ügy — —-EI 
értékeket, észlelhetjük, hogy 
Ya — ASzYo tt Coo Tt Siy30 tk Ceyso E Fyo 
ye — ACoyio Tt ASSzyo0 tt  Coyzo tt Siy40 E yos 
Yar — ASS.Y10 tk 4Coy2o Tt ASSzY30 TF CoyYao E To 
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ahol nyilván 
SSE [Sas Cgo Cola EM Tsz DSC 
ESSZTA Sz . Asz. 238 Eg]- 
A fentiek értelmében az y? — [y.. V25 V3; yis] vektor (x — 0 helyi) y? — [4105 


Yoo: 30 Yao] kerületi értékéről (x —/ helyi y? — (yi. Vor Y3:. Ya) kerületi 
értékére az 
Yy.— (211 Try — TET YT Ca S 00 Cs SzIry1T—Ry, 
Yo ry, r? ASS g C, 91 CoÍlya 
Y3 Try, r? CC, ASSz Co S.119y3 
Iil/ r"yo r" ASS AC, 285; Co] LYa 7 


matrixegyenlet segítségével lehet áttérni, ahol R a RAYLEIGH-re utaló, ún. sza- 
kaszmatrix (németül: Feldmatrix). 

Az előzőkkel a változó merevségű tartók vizsgálatának a következőkben 
ismertetendő matrixelméleti módszerét kívántuk előkészíteni. 


tg) Változó merev- 
ségű tartók 
(hajlítási, kihaj- 


aj] Az alábbiakban a változó merevségű tartók hajlí- 
tási, kihajlási és lengési vizsgálatának közös matrix- 


lási és lengési 
kerületérték- és 
sajátérték- fel- 


elméleti alapjait kívánjuk megvilágítani, főleg a német 
MARGUERRE, FALK és PESTEL [27, 22] cikkei nyo- 
mán, utalva továbbá a szerző idevágó előadásaira, 


adatainak) írásaira [16]. 
KSÉGES Amint ismeretes, az (n szakaszos) tartó (tengely) 
tar éyalása i-edik szakaszának hajlítása, kihajlása és lengése rendre 
az 
v — 96) ge E gizi ÜLZBBES szlélő — 0 (la, b,c) 
EI EI? SK 5 ER se 


(Ex Z X.41) 


differenciálegyenlettel írható le, ahol g.(x) a tartó, tengely megoszló terhelése, 
EI, a merevsége, P — B; az axiális nyomóereje, u; a fajlagos tömege, w — w; 
a szögsebessége és vy;, a transzverzális kitérése. E három differenciálegyenlet 
nyilván összefoglalható az 


y 4 ay" 1 by — fOJl; (2) 
alakú, vagyis negyedrendű (de páratlan rendű deriváltakat nem tartalmazó), 
lineáris állandó együtthatójú inhomogén differenciálegyenletben, 


Legyen a (2)-höz tartozó homogén egyenlet négy, lineárisan független 
partikuláris megoldása, továbbá a (2) inhomogén egyenlet egy partikuláris meg- 


12" 
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oldása rendre 
yi(x), Yu). Pint) Yiv(x) 111. m(x) (3a) 


ezek felhasználásával írjuk fel a (2) inhomogén egyenlet általános megoldását és 
első három deriváltját, ezeket rendre megszorozva a 


Gszeke zel Jé EGe e éget (35) 


tényezővel és egyidejűleg bevezetve az 


n . MU 
y-y  9y.-W, y7-VWVy—zgjyt 7 Wy gr XI 


JI, 1 — Yu Ji, 2 — ly It, 3 — By Ji, 4 — [yi 5 S. Í. t, 


jelöléseket: 


yi) — Ai 109 - Ayu, 12) 4 Agyi, 1(2) -k Asyiv, 1(x) -k mi, 1(0) j 
yo(x) — Ali, 2(2) - Agyn, 2(x) Tt Azyim, 2(2)  Ayrv, 2(x9) -- mi, el) v 
y3(x) — Ay, 3(x) HF Agyn, 3(x) F Agyi, 3(x) tk Agyiv, s(x) -k m, 3(x) ! 
ya(x) — Anya, 109) -- Azyn, 19) - Agyi, a(x) -F Agiv, (xy 4 max) ) 


(3d) 


E skaláris egyenletrendszert — az 
y"() — [109 ye), y5 0), yb) 
yé() — [1 19. Xi, 29 31, 309 109]. S.1t., (4a) 
a" — [4 Az As Al FG) — [769 yt), vm) yiv(x) L 
na) — [m, 169. m, 29. Mm, s(9. ma) ] 
matrixjelölések igénybevételével — átírhatjuk az alábbi matrixegyenletbe : 
y(x) — F(x)a -- v(x), (4b) 


ahol a WRoONSKI-féle determináns az egész szakaszon zérustól különböző értékű, 


azaz 
det F(x) — [F(x)I — W(x) -- 0,]; (4c) 


minthogy az yi(x), yn(9 Yin(9 Yiv(x) partikuláris megoldások lineárisan 
függetlenek, más szóval ún. alaprendszert képeznek. 

A (4c) értelmében az F(x) matrix reguláris s így invertálható, tehát a (4b)-ből 
az a vektor — pl. x — x;-nél — kifejezhető, mégpedig 


a — F(X) [9G) — nk] (4d) 
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módon. Ezt a (4b)-be visszahelyettesítve, a matrixegyenlet 
y(x) — n(x) — FEJE) [9(x) — n(x ] (5a) 


alakot, a RAYLEIGH-re utaló 


R(x) — F(JF Ox) (50) 
ún. (belső) szakaszmatrix igénybevételével pedig 
y(x) — nt) — RO [9 — nk] (5c) 


alakot ölt. Ez az x; CZ x CZ xytartó- (tengely-) szakasz matrixegyenleve, amely 
láthatóan lineáris homogén összefüggést állapít meg az (y kitéréssel, az y írány- 
tangenssel, az M hajlítónyomatékkal és a V nyíróerővel arányos skaláris meny- 
nyiségeket összefoglaló) y — w vektor x; és x helyi értékei között, az R (belső) 
szakaszmatrix, mint lineáris operátor segítségével. (Megjegyzendő, hogy az 
y — 9 vektor a g(x) — 0 esetre vonatkozó , szabad" jellemzőket a g(x) 70 
esetre vonatkozó , szabad -- kényszer" -jellemzők és , kényszer"7-jellemzők 
különbségeként állítja elő.) 


B] Az (50-ből nyilvánvaló, hogy a teljes x, - x 2 x,, szakaszon való átme- 
net az 
Yr — ny — R; [Yy; — 9] (6a) 


matrixegyenlettel jellemezhető, ahol y;, — y(x;.), . . ., n; — n(x,), továbbá 
R; kenni RC(x;.) keememni F(x; )FXXx;) tem Ír jr]; (I k Ez 1, . . .. 4) (65) 


a RAYLEIGH-féle (külső) szakaszmatrix. 
Az R; — R(x;) szakaszmatrixnak kellemetlen sajátsága, hogy (ri) ele- 
4 


mei — kihajlási és rezgési feladat esetén — a 4, — VPR/EI,, ill. a 4. — Vuo?ljEI, 
ún. sajátérték transzcendens függvényei Kedvezőbb a helyzet, ha a rezgő 
tartó- (tengely-) szakasz tömegtelennek (u; 55 0), til. a nyomott tartószakasz 
merevnek (EI; 55 00) tekinthető, mert akkor a megfelelő 
évi Eszi en R, — nai (ri I; 77. [7 ]; (jr TF 00) (6c 

szakaszmatrix elemei már a 24;-től független állandók (véges határértékek 

Megjegyzendő, hogy előnyös az x; CZ x Ca xy szakasz l;, EI;, u; jellem 
zőit valamely (önkényesen) kiválasztott, ún. normáló szakasz l, EI, u jellemzőt 
vonatkoztatni a 


i EL; 


sze ÉT ez vil; és 
B-T EI? 0; ( ) 


ul 
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viszonyszámok? bevezetésével, és ez utóbbiak felhasználásával a (6a) egyenletet 
az 


1(yW nyiss 
1 
592— 9 
a 
510957 75) 
az 
55047 1 
—I1l 0 0 0 zt To Ti 3 Peri 1 00 0 "1-(4—n m— 
1 1 
0 B 0 OÍ(]7e rez Fezg Falj0 B 0 0 5 02—m) 
ax 2 a 
0 0 B? 011 7si Tse Tsz Tsal]j0 gr E 53 03 — 7) 


jajj, met. 82 88 dr sz FE 
l : (y — maa T1i Br 12 ax 18 Félt L : (y — nm]; 
VA , 1 § , , 
Dye mai Be T 22 Éj Ét l :(y — 99; 


/? az ax l? 
EIT — mia B" 3 B T 33 Br 34 EjJM — m); 


öl (V — v) sfi er r r — (V — v) 
5 "7i41 a83"41  b52"142 Ra "43 44 7 F7i 
EI ATA, ágeét B LET ] 


— Yy — 9 — R; [9 — 9] (7b) 
0 0 0 0 6 
módosított (normált) alakra hoznitt, a normált y(x) — 9(x) vektor ugyanis 
0 0 
folytonosan megy át az x; — Xg 1), szakaszhatáron, azaz 
91 — 9 — Yan 7 0G—1y (7c) 
0) 0 0 0 
hacsak az x;, — Xy-1y pontban nincs valamilyen diszkontinuitás (pl. koncentrált 


tömeg, inercia, erő, nyomaték, rugó, csukló stb.). 
Az x, a x a Xi, szakaszon való átmenet vizsgálata után tanulmányozzuk 


4 Ezek felhasználásával 47/4t — o B7/e,. 
tk A továbbiakban normált y, 7, R matrixokkal dolgozzunk, de az erre utaló 0 jelzést 
mellőzzük. 
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most az x, — Xxy.1y szakaszhatáron való átmenetet az esetben, ha ott valami- 
lyen diszkontinuitás található. 

Ha az x;— Xy.1y ponton egy c; állandójú csavarrugóval alátámasztott 
m, (koncentrált) tömeg helyezkedik el, akkor e ponton a (V; nyíróerővel arányos) 
Xn — V.PJEI mennyiség az vi g-1y-vel arányos 


AV 18 /? 
Ya: — ee TETŰ (c; — Mm WYyI, may EI" 
Es —( yi — o dyia-n — —kiyi ge; (8a) 


ugrással halad át, ahol m; — o; : ul és 15 — uw?B/EI. — Ha ugyanott C, állan- 
dójú spirálrugóval ellátott O, (koncentrált) inercia található, akkor ott az (M; 
nyomatékkal arányos) ys;,— MIJEI mennyiség az 9 hp — yo g-1y/l-lel 
arányos 


4M-.2 7? i—1y 
dys; — ——— — 7 (C; — 0 02) "2.6 — (I, — Ty 2, (i—1) — Kjy 2, (1— 1)" (8b) 
EI EI l 


ugrást szenved, ahol 0, — gy, ": OI — x.(ul?9?) "1— T;ulS. A (8a, b) sajátságú 
x;, — Xg.-1y diszkontinuitási ponton való átmenet nyilván az 


Y: — Püygony s P.,, — 1 0 0 0 (8c) 
0 1 0 0 
0 K 1 0 
—k 0 0 1 


Í 
matrixegyenlettel jellemezhető, ahol P,, a (8a, b) diszkontinuitási pontra vonat- 
kozó ún. pontmatrix, 

Előfordulhat az x;, — X; .1y ponton csuklós illesztés; ennél az yo, — y/l 
mennyiség az Mg. — Elys a-i1y[? nyomatékkal arányos 


an EI 
Ae — hl " B MI3.(i—1y — hy3i—1y (9a) 


ugrást szenved. A megfelelő matrixegyenlet most 


Yi; — P.Yg-1y P.,,— 1 0 00 (90) 
0 1 h 0 
0 0 10 
0 0 0 1 


ahol P,; a csuklóra vonatkozó pontmatrix. 
Ha továbbá az x; — xy ,y helyen P, és N; koncentrált erő, ill. nyomaték 

működik, akkor a 
Pl 


AY a; — EI — Pars ill. dys — 


NI 


ETI DPsi (10a) 


184 4. §. LINEÁRIS KERÜLETÉRTÉK- ÉS SAJÁTÉRTÉK-FELADATOK 
ugrásokkal kell számolni, és a megfelelő matrixegyenlet ekkor 


JET EY. T Pi: P:— [0 (10b) 


DP4 
módon alakul, ahol E az egységmatrix, p; pedig a (10a) koncentrált hatások 
pontvektora, 
A fentebb felsorolt diszkontinuitások együttes fellépése esetén az x, — X; jy 
ponton való átmenet nyilván az 


Yy; — BYG-ny 1 Bi (11) 


alakú matrixegyenlettel írható le, ahol P; az y, 1 egyes elemeivel arányos 
ugrások (arányossági tényezőinek) pontmatrixa, p, pedig az (yg.4-től függet- 
len), állandó ugrások pontvektora. 

Megjegyzendő, hogy a fentebbi P, , P, pontmatrixok, a p pontvektor és a 
(6c) alatti R — lim R speciális szakaszmatrix folytonos tartók, tengelyek diszkrét 


(4) 4-0 
modellel való közelítő számítására is alkalmazhatók ; egyszerű szerkezetük és 
algebrai jellegük jelentős előny a bonyolult és transzcendens R RAYLEIGH-féle 
matrixszal szemben, 
A (6a)—(11) formulák felhasználásával az Xg ,y — x; diszkontinuitást 
ponton, valamint az x, C x 2 x;, szakaszon való átmenet nyilván a következő 
matrixegyenlettel jellemezhető: 


Yy. — R;[y; — 91 4 na — R;[(Pya-i1y 7 P) — n] 4 nr — 
— R.Pgyg. ny R(P; — 97) ny (12) 
Homogenitás, vagyis homogén differenciálegyenletek [f.(x) — 0] és homogén 
csatlakozási feltételek (P, — N; — 0,] esetén y;, — 9; — 0, ill. p; — 0, tehát 
a (12) matrixegyenlet 


Yy/ —RP i9(—1y — 07Y4—iy (13) 
alakra egyszerűsödik, ahol O; a PEsTEL-féle pontszakaszmatrix, További tár- 
gyalásunkban a homogenitás esetére szorítkozunk. 

A fentiek egyszerűen általánosíthatók n darab, egyenkén-: I, — B.l hosszú, 
ul; — o,ul: tömegű EI; — 2.EI merevségű (i— 1, 2,...,n) szakaszból álló 
tartóra (tengelyre), ahol I, u és EI a normáló szakasz adatai. A teljes, n szakaszos 
tartón ( tengelyen) való átmenet, a szakaszhatárokon diszkontinuitások feltételezése 
nélkül, nyilván a következő matrixegyenlettel jellemezhető : 


Yn1 7 V/ R) yi Ryi (149) 
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n 
ahol R — // R, — [NR ]-az eredő szakaszmatrix, az xy — Xn J— 2.8,...,n 
iz] 


szakaszhatárokon diszkontinuitások feltételezésével pedig : 
Yn4y1— VIRP]v 7 [10 Yy.— Oyi P.—E, (14) 


ahol 0 — // 0; — [e ix]; az eredő pontszakaszmatrix, A (14a) nyilván a (14b)- 
iz. 


nek azon speciális esete, midőn P, — E,, s így 0, R,0-—R. 

Ezen a ponton kerülhet sor a kerületi feltételek érvényesítésére. Ha pl. a 
tartó jobb oldali végén befogás, a bal oldali végén pedig alátámasztás van előírva, 
azaz 


yi(x) —yx) —0 és 9yi(Xny1) — Y3(Xny) — 0, (15a) 
akkor a (145) matrixegyenlet 
d Hi 011 012 013 e? 0 (15b) 
42 021 922 923 9-2W]0 
0 931 932 Osz 051 V3 


YVadn--1 Da 012 Osz O0441LY4Ji 


alakot ölt, speciális esetben a 0 — [Ox] helyett az R— [Nix] matrixszal. 

Hajlítási feladat esetén közvetlenül a (15a) kerületi feltételeknek megfelelő 
(15b) matrixegyenlet (más kerületi feltételek esetén az azoknak megfelelő mat- 
rixegyenletet) használjuk fel az ismeretlen kerületi értékek meghatározására. 
Nevezetesen, a (15b) matrixegyenlet 


ba ko 


homogén részének (nem triviális) megoldása szolgáltatja az v.(x,) és az yv.(x) 
arányát, a tartó nyomaték- és erőegyensúlyi egyenletének figyelembevételével 
pedig ezek határozott értékét. Ez utóbbiak birtokában a (155) matrixegyenlet 


ba d elée J8A 


inhomogén részének (egyértelmű) megoldása eredményezi az Yo(Xxn4.1) és az 
ya(Xn41) határozott értékét, 

Kihajlási és rezgési feladat esetén a (150), ill. a kerületi feltételeknek meg- 
felelő matrixegyenlet csak közvetve, egy előzetes lépés közbeiktatása után alkal- 
mazható az ismeretlen kerületi értékek meghatározására. Ugyanis — mint 
korábban már utaltunk rá — e két feladat esetén a O és az R matrix elemei a 
normáló szakasz jellemzőivel (Il, EI, u) és az ismeretlen kritikus P erővel, ill. 


7-0 (16a) 


-£ 0 (165) 
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w szögsebességgel (körfírekvenciával) meghatározott 4 sajátérték függvényei, 


azaz 
O — 0(4) — (07) R— RB) — [/)L (17a) 
ahol 
Pp . 274 
isz [/gye ÜL 41— E (17b) 


következésképpen a (155) matrixegyenlet (16a) homogén részének nem triviális 
megoldhatóságához előbb a 
J e 3(4) 014) 
D() — is! sz; A A) — A 4) 7-0 18 
(4) 1053(0) 0.) 015(4)04(4) — 01(1) 055(4) (18) 
feltétel, a 4-ra nézve általában transzcendens, ún. sajátérték-egyenlet kielégítését 
kel! biztosítani. A kihajlási és rezgési feladat fontos részét képezi a transzcendens 
sajátérték-egyenlet legkisebb (valós, pozitív) A — 2.r gyökének közelítő számítása, 
ami alkalmas numerikus, grafikus vagy gépi módszerrel történhet, A 4 — 4, 
gyök birtokában a (175) formulák alapján nyerhető a műszaki szempontból 
igen lényeges legkisebb kritikus P — P,, erő, ill. w — wx,, szögsebesség (kör- 
frekvencia) közelítő értéke. Ugyancsak a 4 — 4 ismeretében kerülhet sor a 
O7r(2) értékek kiszámítására [mégpedig — a (15a) kerületi feltételek esetén — 
csupán a j — Il, 2, 3, 4; k — 3, 4 indexűekre szorítkozva ] és ezek, valamint az 
erő- és nyomatékegyensúlyi egyenletek figyelembevételével — a (16a) homogén 
és a (165) inhomogén egyenletrendszer megoldása útján — az ismeretlen kerü- 
leti értékek megállapítására. 
A tartó (tengely) hajlítási, kihajlási és rezgési feladatának befejezéséül 
— szükség szerint — szakaszonként megszerkeszthető a tartó le- (ki-)hajlási, 
lejtési (iránytangens), nyomatéki és nyíróerőfüggvénye, ill. ábrája. Az egész 
tartóra vonatkozó (14b) matrixegyenlet és az (55) belső szakaszmatrix felhaszná- 
lásával ugyanis a tartó bal oldali végéről (x,) az i-edik szakasz belsejébe (x;, 2 x — 
— E; 5. x,) való átmenet nyilván az 


1—1 
y:(x) — RG) " [I Os: — R.(x) "007 - y, — O(9yi 


—[y(21—TO0u(x Oi) O1:(9 Ox) Ii90 (( —1,2,..., n) (19a) 
yo(x) 021(x)  022(x) O22() 02) Íi0 
y3(x) 0s1(x)  032(x) Oz2(x)  Os(x) [1 ys 
(OI: 1909 Oz2(x) O43(9) Ou()iLyali 


matrixegyenlettel jellemezhető. Ebből az i-edik tartószakasz pl. le-(ki-)hajlási 


függvénye 
yi, (2) — y:(x) — 01509ys,1 Tt Vul9ya, v (195) 
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nyomatéki függvénye pedig 


Va 190) — tk — 05(9y3, 1 Tt 0 s(x)ya, 1 (19c) 


módon eszközölhető, ahol ys , és y,, 1 az előbbiek szerint meghatározott jobb 
oldali kerületi értékek, 


Yi] Végül tegyünk említést a matrixos módszer egy számítástechnikai vonat- 
kozásáról! Nagy számítási pontosság igénylése esetén — megfelelő számoló- 
automaták birtokában — célszerű igénybe venni a KRONECKER-féle derivált- 
matrixoknak szokásosan 4-matrixoknak nevezett számítástechnikai segédeszkö- 
zöket. 

Amint láttuk, a tartó- (tengely-)problémák matrixos vizsgálatánál 4-ed 
rendű (tehát 4 x 4 típusú) kvadratikus matrixok szerepelnek, pl. R., P,, R,, R, 
0. Ismeretes, hogy minden 4-ed rendű kvadratikus A — [ar] matrix JA[ 
determinánsa 36 db másodrendű aldeterminánssal rendelkezik; ezek egyenként 
2 sorindexszel (j.j.) és 2 oszlopindexszel (k,, k,) jellemezhetők 
djik,  jika. 


JA 


ne, kaka ül 


(Ju Ja ki ke — 1 2, 3, 4) (20a) 


Üja Tok; 
módon, E 36 db másodrendű aldeterminánsból mint elemekből alkalmas j — 
— J(Ja Jo). k — k(k. kJ). (j.k— 1, 2,..., 6) átindexelési utasításokkal külön- 


féle 6-od rendű (6x6) típusú kvadratikus A" — [aj] derivált matrixok 
képezhetők, 


AT zi [dí] izzi [d5. ja, kaka ] (I; k juk I, 2, illő Be 6) (20) 
módon. Célszerűen, a 
ja ] 12 ] 13 ] 14 ] 23 ! 24 ] 34 ] kk, 
S ET e ZT St ee eses eaz ezen ola) 
j bal 2] 3] alj 5 6] 
alakú, ún. lexikografikus átindexelési utasítást alkalmazzuk; ezzel pl. 
dyz a 
íz. 31 — tb] a35. (21) 
Id33 34 


Igazolható, hogy ha a 4-ed rendű R,, P,, O; és O matrix 6-od rendű 4-matrixa 
rendre R7, P2, Os, ill. 04 akkor 


0,—RP; esetén . 07 — R! Pz (229) 
továbbá 


, a e TI OO; esetén  0/— IT. (22b) 
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A végső 07 matrix (36 aldetermináns eleme közül) 16 eleme a bal- és jobb 
oldali kerületi feltételek ugyanannyi kombinációjának felel meg azáltal, hogy ezen 
aldetermináns elemek egyike, pl. a 05 — 4....x, bizonyos kerületifeltétel- 
kombinációnál zérussá válik, mint a (155) matrixegyenlet, (16a) homogén részé- 
nek másodrendű determinánsa. A 4...,— 0 aldetermináns 2 sorindexét 
a 2 bal oldali zérusfeltétel 2 sorindexe, 2 oszlopindexét a 2 jobb oldali nemzérus- 
feltétel sorindexe határozza meg és ezekből lexikografikus átindexeléssel nyer- 
hető a vele egyenlő OS elem 2 indexe. A 07 — Jő. ,., — 0 aldetermináns- 
elemek és a kerületifeltétel-kombinációk ezen megfeleltetése táblázatba fog- 
lalható." 

A €7 matrix további 20 eleméhez a kerületi feltételek mechanikailag értel- 
metlen kombinációi tartoznak. Ugyanis, ha a bal tartóvégen y, — ly — 0, 
akkor y, — MPJEI — 0 (tehát us 7 23, azaz : 7 4), továbbá haott yy — y — 0, 
akkor y, — VI/EI -- 0 (tehát u, — 14; azaz z 7- 3); e két kombináció a jobb 
tartóvégen sem lehetséges (tehát egyrészt zjx., 7 14, azaz xz 7 3, másrészt 
xxs FT 23, azaz z — 4). Ily módon a 07 matrix 3-adik és 4-edik sorának és 
oszlopának elemei [(4 x 6) — 4 — 20 ] maradnak mechanikailag érdektelenek, és 
kiszámításuk is csak akkor szükséges, ha a 07 matrixszal további műveleteket 
kell végeznünk. 


ol A fenti elméleti — módszertani megállapítások szemléltetésére vázol- 
junk fel egy-két példát, a szakirodalomra [22, 27], ill. a szerző vizsgálataira [36] 
támaszkodva. 


I", Változó merevségű tengely (tartó) kritikus szögsebessége (rezgésszáma). 
A forgásból adódó járulékos hatásokat (pl. az ún. pörgettyűhatást) elhanyagolva, 
a két probléma matematikai szempontból, első közelítésben megegyezik. A ten- 
gelyprobléma matematikai vizsgálatát szakirodalmunkban EGERVÁRY [14] 
vitte előbbre, hagyományos eszközökkel, majd többek közt a szerző [36] foly- 
tatta, matrixelméleti apparátussal. E két vizsgálatból ragadunk ki itt néhány 
egyszerűbb részletet. 

A szimmetrikus elrendezésű forgó rendszer bal felének (35. ábra) jobb 
szélső darabja az EI merevségű, ! hosszúságú, u fajlagos tömegű rótor (eleje 0, 
vége l indexszel jelezve) az 


Yi 77 iNii C, 5 1 C, Szily] —Ryo gizi 
V2 ASS 3 C, S1 Cella [a — Er) (1) 
Y3 ACg ASS Co SiÍ193 E1 
Vadi AS. MC, ASz CoILY41o 


X L. pl. FAZEKAS [16]. 
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910410 743 (Xn1)70 L e, ti EJ y, (0)-y(0-0 


Íy 


39. ábra 


matrixegyenlettel jellemezhető, ahol y., yo. V3.V4 ÉS Co. Sr Co. Sz jelentését 
már az f) 0)-ban megismertük. 

A rótortól balra, az i-edik, EI; — x:EI merevségű, l; — 8B.l hosszúságú 
és u; 3 0 fajlagos tömegű tengelyszakasz (eleje i, vége i -4- 1 indexszel jelezve) 
matrixegyenlete 


1 elh a 8 87 
Yir1 — Í Ji —Íl ? 97 mi y.1— Ry;. 
B. BE 
ya 0 1 7 s3zi[ (2) 
3 00 1 B IÍgyz 
4 kir 0 0 0 l [194 


A teljes forgórendszer matrixegyenlete tehát — a kerületi feltételek figye- 
lembevételével — 


Yny1i — 0 1 —il B, B, B; j Co. s je C, 95 yi on J 
s] lo 1 B, Billas, c, s, col (4 RRyo 
54 0 0 1 0 B.IJAC, 25Sz Co S.][9yz (3a) 
Va n-t1 0 0 0 1 ASS, 7. ő A0-3 CC 0 JO 


n 
ahol a /[R; szorzatmatrix főátló feletti elemei helyesen? 
im] 


n n 
B. - 2 Bo B, — 2 Bp" 2 7 EZT 
t-— e 


s]! 
es: tb al 21 
B-Zl BesZE Zaén fe 


izn Új 2 j i—I L -k ő)! 
1] n k : I 3 2! BB; 
B. ez öles ap ARRTÉ sr LESSEE KsSNRTESETERTÉEÉSS GE ést IGET a 3) 
: 62 Pk a kj 2 (1 -- Ö;x -k Ö ix) (1 -- 07)! 60) 


Itt a Ö;j, Ox ÉS Öjx a Jól Ismert KRONECKER-szimbólumok. 


$ Az itteni B., B; értékkel és így az (5)-öt érintő B.B. — B; értékkel is korrigáljuk 
a [141-et. 
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A (8a) matrixegyenlet 
bab or állas s]ba 
4 
n-] B, 1 je 3]O (4) 
204. 404 
homogén részének determinánsát zérussal egyenlítve, a probléma 
. F (4) z —1-- B.(tg A — th 2) 3 22B2, tg A - th 2 -- 


A? 
45 (B.B, — Bo)(tg4--th2) — 0 (5) 


transzcendens sajátértékegyenletéhez jutunk. 
Bevezetve a tengely geometriai viszonyai meghatározta 


X-B, Y — 3(B.B, — B;) (6) 


változókat, az (5)-ből nyert 


egi gjfeth 
be sins still 1. 


összefüggés értelmében parabolasereges nomogrammal lehet grafikusan megoldani 
az (5)-öt (1. a [36 ]-ban), vagyis megállapítani a konkrét X,, Y,-hez tartozó 2, 
sajátértéket. A (legkisebb) kritikus szögsebesség első közelítő értéke tehát így 


alakul: 
a V EI 


A [361] cikkben folytatólagos vizsgálatok találhatók még pl. az oldalsó 
tengelydarabokat , linearizált" tömegpontrácsként kezelő második közelítésről, 
a kontinuummoddellről és a rá alapozott közelítő számításról, bizonyos geometriai 
és technikai kritériumról, a forgás okozta járulékos hatásokról, számpélda 
kíséretében. 


II", Változó merevségű tartó lehajlása." Vázoljuk a 36. ábrán látható hajlított 


—  §$L. S. FALK [22]. 
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tartó reakcióviszonyainak és deformált alakjának vizsgálatát! — Adatok: 


IL ssel (Bat Be9; ELS ELEIT z4EI (sszlyuscdi 


4P KA 6EI l8c 
ró lgeléte ak M — —PpI, C4— 883 n- Er — 6] 
Differenciálegyenletek: 
yi teExzx)  YVJ—O0 (xxx). 


EI 
Kerületi feltételek; 
yt — [0.0.9y3.y4]li y? — [910.9y350]o. 


Diszkontinuitási pont: 


dy.(xo) — — yiyi(x) — —6yi(xi) (rugó); 3 — 


PP? 
ve Üss ET oj (nyomaték). 


Matrixok, vektorok [külső WRONSKI: F.(x.); külső RAYLEIGH: R, z 
s R.(x) — F.(x) " F7Mx); pont: Po; a megoszló terhelés befolyása: v(x;)]: 


F(x)—f1 0 0 07, F.(xd—fi! B PI pp [/ , 11] 
0 / 00 0 I 222 388 B.ETIEs 2 6 
0 022? 0 0 0 22 68 ls SökG tö 
0 0 068 0 0 0 68 2 
0 0 11 
0 0 lt 
l IL[; P,—f 1 0 0 OT; ; B 
Barb ev zs: A 0 100 16) —[ 24ET [ 
óxd d 0 0 1 0 gi 
2 2 —6 0 0 1 6EI 
0 0 1 2 gi" 
0 00 1 n(x,) — 0, 2EI 
gi? 
. EI ! 


Az egész (két szakaszos) tartón való átmenetet jellemző matrixegyenlet : 


Yy-"—R, (P. [m-t R,y. ] -- kj) s R.[P.y..4-k] — R.Yp ke 
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Behelyettesítés és részletszámítások után az utolsó alak így adódik (§ — vs; ) és 
n — y4,a jelöléssel) : 


sz ji 1] i gi: s [/] e 
yezni [7]! 2 2 si lasjrtető 7 RXYp, ke 
1 1 gi [/ 
ú 0 1 2 sllszrttta 
lo 012 Sz dndbjálejjas 
y3 BEI EI 
3g]i: 
0 0 0 0 1 ZET 7 8 


A 2. és 4. sor részletes előállításával eképpen nyerjük a keresett V.; M.; ill. 
az y(x5); Mo. értéket: 


1 3 1 1 1 3 
Ü és Eilat; kt - TÉL a) tres] bel kes el ET 


199d8 Pf 3-E1(6 5] 3-3(7 l? dij n) 


— 94ET 2EIV2 EI 


6 6] 2 213 EI 
EI EI 8P 
]3 B Jn Ve 3? 
898 4.2. 0BE ez l? é 
E JET saj dó 


l j 
vre) — lata tet etess [ak 


2 2 
l ji DP PI r7 ]8$-8 1] 
zá [le an SEL Tas ő] 
pigpeéőblt 
KÖ GÉZÁNNT 127 A 
(Mol 4PBfL 3 Pe — 9PI 
NS3,2 — EI — 57 (; 45]40—9 b n— ggg Ms—-—— 


IRODALOMJEGYZÉK 193 


A (belső) szakaszmatrixok igénybevételével a deformált tártó (rugalmas 
szálának) alábbi egyenlete adódik az 1., ill. a 2. szakaszra (C zs x/l jelöléssel): 


(Pf) 4. LA 
y(ő) — FIÚ" — gú -- 56" . , . az 1. szakaszon, 


3 
y(0) —Eilö tat — 1) — sz s nej ... a 2. szakaszon. 
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I. §. ELSŐRENDŰ KÖZÖNSÉGES DIFFERENCIÁLEGYENLET- 
RENDSZER 


a) A differenciál- 
egyenlet- 
rendszer 
normálalakja 


A következőkben vizsgálni fogjuk az x független 
változó ismeretlen 
yi — y1(9. 2 — Yo(9 . . syn — yn(x) 


függvényeire vonatkozó n elsőrendű differenciálegyenletből álló következő, ún, 
CaucHy-féle normálalakban adott közönséges differenciálegyenlet-rendszert: 


d 

er — f(x, Vu Yo "e 9 Yn) 
a. 

ze — f(x, Ya Yu e e ss Yn) 
dyn 


F7 — fn(x, Ya Yu : ss Yn). 


Mindjárt itt megjegyezzük azt, hogy ilyen típusú differenciálegyenlet- 
rendszerre jutunk akkor, ha adva van az alábbi egyetlen egy ismeretlen függ- 
vényre (legyen ez y — y(x)) vonatkozó n-ed rendű explicit differenciálegyenle- 
tünk; 

yo — JEGY IGY e a YT), 
és itt a következő n ismeretlen függvényt vezetjük be: 
yi. — yi(x) s yl), y2—-yl) s y() 
y3 — ya(x) E (0), . . . yn — Yyn(x) 7 YT(x), 


mert ezekkel az új ismeretlen függvényekkel az adott n-ed rendű differenciál- 
egyenlettel ekvivalens következő differenciálegyenlet-rendszer írható fel: 


dyi 
dx 78 
dy2 
de 18 
ia 


— f(x. YyaYo e: ss In) 
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Ez utóbbi lehetőség igazolja annak a megállapításunknak a helyességét, 
hogy tulajdonképpen elégséges a közönséges differenciálegyenletek tárgyalását 
két típus tárgyalására korlátozni: elsőrendű közönséges differenciálegyenlet egy 
ismeretlen függvénnyel és elsőrendű közönséges differenciálegyenlet-rendszer 
(n egyenlettel) n ismeretlen fügvénnyel. (E megállapítás érvényességét nem kor- 
látozza az a körülmény, hogy mi a tárgyalásunk során, az általánosság megszorí- 
tásával, csak a CavcnyY-féle normálalakban adott differenciálegyenlet-rendszert 
tekintjük és az egy ismeretlen függvényre vonatkozó n-ed rendű differenciál- 
egyenletet az n-ed rendű deriváltra nézve explicit alakban adottnak vesszük.) 

Mielőtt az általános, n ismeretlen függvényre vonatkozó differenciálegyen- 
let-rendszer geometriai, illetve mechanikai (általában fizikai)  interpretációját 
megadnánk, tekintsük először a legegyszerűbb esetet: 

Adva a két ismeretlen 


y — y(x), z — 2(x) 


függvényre vonatkozó elsőrendű differenciálegyenlet-rendszer: 


dy 
da f(x, Y. 2), 


dz 
dx 7 8062). 


Jelentsenek x, y, z derékszögű koordinátákat. Akkor az adott differenciál- 
egyenlet-rendszer a tér P(x, y, 2) pontjához — feltéve, hogy e pont a tér azon 
részéhez tartozik, melyben f(x, y, 2) és g(x, y, 2) értelmezve vannak és egyérté- 


kűek — két meghatározott számot rendel. s az (x, y) síkban egy vonalelem 
iránytényezője, s az (x, 2) síkban egy vonalelem iránytényezője. Ez a két 


szám egy egyértelmű térbeli iránymezőt határóz meg: a P ponthoz tartozó tér- 
beli vonalelem (x, y) ill. (x, 2) síkon levő vetületének iránytényezői a 28 111, 
ke számok. A differenciálegyenlet-rendszer integrálása annyit jelent, mint 
megadni mindazokat az 

y — y(), 

zs 2íx) 
egyenletrendszerrel meghatározott] térgörbéket, melyek minden pontjukban 


érintik a térbeli iránymező vonalelemeit. Ha f(x, y, 2) és g(x, y, 2) bizonyos 
feltételeknek eleget tesznek, akkor a megoldások sokaságából egy egyednek a 
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kiválasztása a kezdőértékek megadásával történik: adott x,-hoz előírhatók az 


y(xo) — Yo 

Z(xo) — 29 
kezdőértékek, Az ennek a kezdeti feltételnek megfelelő megoldás annak a tér- 
görbének a kiválasztását jelenti az integrálgörbék közül, amely a megadott 


P (Xg Vor 29) kezdőponton átmegy. 
Sok esetben előnyös, és mechanikai interpretációra ad lehetőséget, ha a 


dy 
de" f(x, y, 2), 


dz 
pé g(x. 2) 


elsőrendű differenciálegyenlet-rendszert átírjuk szimmetrikus alakba. Mindenek- 
előtt nyilvánvaló, hogy az adott differenciálegyenlet-rendszert így is lehet írni: 
dy dz 
dx SZCES ÉG VEZETETT VESS TES EEEZEZEE TŰ I 
f(x,y, 2) — g(x.y.2) 


Vagy ha itt minden tagot a szimmetria kedvéért ugyanazzal a tetszőleges P(x, y, 2) 
függvénnyel osztunk, és a jelölés egyszerűsítése kedvéért feltesszük, hogy 


O(x, y, 2) — P(x,y, 2) " fix, y, 2), 
R(x, y, 2) — P(x, y, 2) " g(x, y, 2), 
akkor írhatjuk, hogy 
dx dy dz 


 tem—t ereit 
FREE ES Se e e et meemaztoeó S er ere ete 


P(x, y, 2) Ox, y, 2) R(Xx.y. 2) 
Ha feltesszük, hogy P, 0, R egy térbeli vektoreloszlás vektorának koordinátái, 


azaz 
v(r) — Pi 3- 0j -4-Rk, 

akkor ez a differenciálegyenlet-rendszer a vektoreloszlást szemléltető vektor- 

vonalak (áramvonalak, erővonalak) differenciálegyenlet-rendszerének tekinthető. 

Ha még bevezetjük a t paramétert és a fenti differenciálegyenlet-rendszert 

bővítjük, a következő szimmetrikus alakra jutunk: 


dx 
sg P(x, y, 2) 


dy 
dt erzi O(x, V. 2) 


dz 
dt — R(x, y. 2). 
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Ugyanez tömören, vektorosan így írható: 


dr 
s7i zi v(ír) . 
E bővített differenciálegyenlet-rendszer megoldásai, az integrálgörbék a követ- 


kező paraméteres alakban fognak adódni: 


x — x(2, 
y— y(d) 
z — 2(2. 


Ha innen a t paramétert kiküszöböljük, az 


y — y(x), 
z — 2(x) 
megoldásra jutunk ismét. 

Ha a t változót az idővel azonosítjuk, akkor a differenciálegyenlet-rendszer 
kinematikai jelentéssel bír: egy mozgó pont a tér minden pontjában a P, 0, R 
megszabta sebességgel mozog. 

A legegyszerűbb eset után tekintsük az általános esetet, azaz legyen adva 
egy differenciálegyenlet-rendszer n ismeretlen függvénnyel. 

A mechanikai és fizikai alkalmazásokra való tekintettel egy n ismeretlen 
függvényt tartalmazó elsőrendű közönséges differenciálegyenlet-rendszernek a 
következő interpretációt adhatjuk : 

A független változót x helyett jelöljük £-vel, és tekintsük időnek. Az isme- 
retlen függvényeket XxI-, X5-, . . ., Xn-nel jelöljük, és ezen változók értékrend- 
szereit az n-dimenziós tér pontjai koordinátáinak tekintjük. Ezt az n-dimenziós 
teret rendszerint fázistérnek nevezzük. 

A differenciálegyenlet-rendszer i-edik egyenlete a következő alakú lesz: 

kézi Ef l ag kozeg yet E Zea 

Azt mondjuk, hogy ez a differenciálegyenlet-rendszer minden t időpillanat- 
ban és a fázistér bármely P(X,, Xos . . .; Xn) pontjában meghatározza egy mozgó 
pont sebességének f,, fos . . .s fa komponenseit. Az n-dimenziós tér vizsgált tar- 
tományát, amelyben a megoldás egzisztenciájának és unicitásának a feltételei tel- 
jesülnek, úgy képzelhetjük el, hogy azt folytonos, mozgó közeg tölti ki, és a 
közeg részecskéinek a sebességét a differenciálegyenlet-rendszer fejezi ki. 

A differenciálegyenlet-rendszer megoldásának problémája — e felfogás 
szerint — abban áll, hogy meg kell határozni az XI. X2 . . ., Xn koordinátákat 
mint a t idő függvényét, ha meg vannak adva, hogy a t — t, időpillanatban a 
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koordináták kezdeti értékei: Xi. X2os . . s X10, Vagyis ez azt jelenti, hogy meg 
kel! határozni azokat az 


x;, — x(, t szedsz azasn 


függvényeket, melyek minden t időpillanatban megadják egy olyan mozgó pont 
helyzetét, mely a t, kezdőpillanatban a P(X1os Xogs : : cs Xno) kezdőpontban volt: 

Egy ilyen interpretáció mellett az adott differenciálegyenlet-rendszert dina- 
mikai rendszernek, minden megoldást pedig mozgásnak nevezünk. Azt a görbét, 
melyet a pont mozgása közben leír, a mozgás pályájának nevezzük. A mozgás 
pályájának egy paraméteres egyenletrendszere (t a paraméter) : 


X; — x.(2), 1 Gee 1, HA e s sp fl. 


Az alkalmazások szempontjából igen fontos az a speciális eset, melynél a 
differenciálegyenlet-rendszer jobb oldali függvényei nem függnek explicite a 
t időtől: 

dx 
573 zi f(x. X29 s seg Xn): 


dx 
57 — felx1 Xz s s ss Xn) 


dt ke Talk X2 4 5. 09 Xn). 


Ezek az égyenletek a közegnek egy stacionárius mozgását határozzák meg, 
a tér minden pontjában a sebesség állandó marad. Stacionárius mozgás esetében 
minden pályán végtelen sok mozgás mehet végbe ; az összes olyan közegrészecs- 
kék, melyek a kezdeti időpontban egy adott pályán feküdtek, a fázistérben egy 
és ugyanazt a vonalat írják le, ezen vonal mentén egymás után haladva. Ezeket a 
pályákat gyakran áramvonalaknak szokás nevezni. 


egzisztenciájának 
és unicitásának dy, 
tétele 1 dx S f(GYuyyeraya) 


b) A megoldás Legyen adva a 


dy 
1 — Jolx 1 Yo s s ss In); 


A lk lk dl ZEKE KEK EK EK EK SE SK EK h lk lk A ZA HE dl HK HRE ö 


dyn 
j. — fn(x, VuVa r : s Yan) 


elsőrendű közönséges differenciálegyenlet-rendszer az ún. CAucHY-féle normál- 
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alakban. x a független változó, y., Vo . . . ya pedig az ismeretlen függvények, 
Tegyük fel azt, hogy adva van a kezdeti értékeknek egy Xg Y105 Voos : . s Yno 
rendszere. Az egyenletek jobb oldalán álló f(i — 1, 2, . . ., n) függvények tegye- 
nek eleget a következő feltételeknek: 


a) Az f; függvények az 
I1x— xl Za ly—y9yolEb G(—l1,2...,n) 
zárt T tartományban (ez egy n -- 1 dimenziós tartomány) összes argumentumaik 
folytonos függvényei. Épp ezért ugyanitt korlátosak is, azaz 
T!EM, i—1,2,...,n. 
ahol M 5 0 és állandó. 


b) AT tartományban az f; függvények az y1, Va, . . .; ya argumentumokra 
vonatkozólag kielégítik a LipscHirz-feltételt, azaz haegy adott x érték mellett 


az Vis Vas . . ss Van ÉS V4 Tt dy.y2 t dyo . . s Ya t Ayn értékrendszerek a T tar- 
tományhoz tartoznak, akkor fennállnak az 
yi tt dyi Y2-t dyo . . syn tt dyn) — fh YvYo s] 
E KI 4yil4-14dyel 4... TI dyn 


egyenlőtlenségek, ahol K 5 0 és állandó. 
(Megjegyezzük azt, hogy ha a T tartományban léteznek és folytonosak a 


his d 2yegegii 


Of; ,. dög 3 , : ; 
aa. (i, k — 1, 2, . . ., n) parciális deriváltak és E K, akkor biztosan telje- 
k 


B; 
Ok 


sül a LiPpscHITz-feltétel.) 
Mármost, ha a fenti feltételek teljesülnek, akkor az adott differenciálegyen- 
let-rendszernek egy és csakis egy olyan 


yi — yi(x). 2 — Vol, . . .. ya — Yn(x) 
megoldása létezik, amely értelmezve van az [x — x,] £ h intervallumban, ahol 


. b , . 9? 
— min la, —]i és az x — x, helyen felveszi az előírt 
M 


yi(x0) — Vio Yo2(x0) — Yoo : : es Vn(Xo) — Jno 
kezdeti értékeket. 
A tétel bizonyítására alkalmazni lehet a szukcessziv approximációk (soro- 


zatos közelítések) PicaRp-féle módszerét. Zérusrendű közelítéseknek az adott 
Yo kezdeti értékeket választjuk. Az elsőrendű közelítések: 


ya(x) — Vio Tt [AE Vio Yoo eYnoddS, 17-12... n. 


xx 
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A másodrendű közelítések az elsőrendűek felhasználásával adódnak: 


Yi) — Vio Tt FA Yi Y21 e e s Yn) ds 1— 1,2,...,n. 
És általában az (m — 1)-ed rendű közelítések felhasználásával, az m-ed rendű 
közelítések: 


Yim(x) EST Vio 4 Jf(E, V1,m—i W$2,m—u 0.0. ássa) dé, Z Gi Il, 2, s s ez I. 


Xn 


Ki lehet mutatni azt, hogy a tett feltevések mellett, az ][x — x ] E h interval- 
lumban, a kapott közelítések sorozatai egyenletesen konvergálnak az adott kez- 
deti feltételeknek megfelelő megoldásokhoz: 


lim Yim(x) — vj(x), 17-12... n. 


Fennáll, hogy 


x 


y(9) — 90 EE Ya Yo s I)dés  1—12...,n. 


Xn 


Az m-edik lépésben nyert közelítésnek az egzakt megoldástól való eltérésére a 
következő becslés érvényes: 


M c x— xy . 
7) — bd Eg pod Klx— ly 7—1,2,...n, 


c) Elsőrendű Legyen ádva Cavcny-féle normálalakban a 
közönséges 
differenciál- ; 
egyenlet- 3 (Xx. Ya Yo. e s Yn) bes k, Zs ézign 
rendszer első 
integráljai differenciálegyenlet-rendszer és a kezdeti feltételek 


következő rendszere : 
Y:(xo) — Vio; i—1,2,...,n. 


Feltesszük, hogy valamely zárt D tartományban az f; függvények, valamint 
ezeknek az y;, változók szerinti parciális deriváltjai összes argumentumaiknak 
folytonos függvényei. Akkor alkalmazható az egzisztencia- és unicitási tétel. 
Ha tehát az Xg, 105 V20s : : s Vno koordinátákkal bíró pont egy olyan T tartomány 
belsejében fekszik, mely D-nek része, akkor az adott differenciálegyenlet-rend- 
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szernek egy és csak egy olyan megoldásrendszere van, mely eleget tesz az előírt 
kezdeti feltételeknek. Legyen ez a megoldás-rendszer a következő: 


y; — P(x; Xos Vio V20s : - s Vno); TS 1525. ess, 


Feltüntettük ítt a megoldásoknak a kezdeti értékektől való függését is. 
E kezdeti adatok itt paramétereknek tekinthetők. Kimutatható az, hogy a tett 
feltevések mellett a g, függvények az Xo5 Vios Voos : - s Yno kezdeti adatok szerint 
folytonosan deriválhatók. 

A megoldás egzisztenciájára és unicitására vonatkozó tétel alapján belátható 
az, hogy ha az (x, V4. Va . : s Vn) pont rajta van az (Xos Vio Voos : : s Vno) kezdő- 
ponton áthaladó integrálgörbén, akkor 


Yo — Pi(Xos X.YaYu en), 1— 12... sn. 


Azaz a megoldásokat kifejező egyenletrendszer (a T tartományban egyértelműen) 
megoldható az Vio Yoos : : ss yno kezdeti értékekre vonatkozólag, azonkívül a 
jobb oldalak az Xx, V1; Vo . . s yn változók szerint folytonosan differenciálhatók. 

Ha az V105 Voos : : s Vyag kezdeti értékeket C,, C,, . . . Ca tetszőleges állandók 
jeleivel helyettesítjük és az x, paraméternek egy meghatározott numerikus érté- 
ket adunk, akkor a differenciálegyenlet-rendszer következő alakú általános integ- 
ráljára jutunk: 

pi(x, Ya Yo: es Xn) — Ci 


pol(x, Ya Yo: s Xn) — Cl 


. AAA AAGAOAEAEAAAo9Edd96t664W66W6£. 


ya (X. Vis Yo": sz Yn) — Cne 


Az általános integrált kifejező egyenletrendszer bármelyik egyenlete a differen- 
ciálegyenlet-rendszer egy első integrálja. Nyilvánvaló, hogy ha valamelyik első 
integrálban szereplő yw, függvényben az Y1, V25 . . syn helyébe a differenciál- 
egyenlet-rendszer bármely megoldási rendszerét behelyettesítjük, akkor a Y; 
függvény egy bizonyos állandó értékét veszt fel. 

Megjegyezzük azt, hogy az első integrálok rendszereinek egy végtelen hal- 
maza létezik. Ugyanis a 


B (yi(x, Yv Yo e e sz Yn)s tes Val(Xx. Yv Yo e eV) 7 C 
reláció, ahol C tetszőleges állandó, $ pedig argumentumainak tetszőleges foly- 
tonos függvénye, szintén egy első integrálja a differenciálegyenlet-rendszernek. 
Könnyű belátni azt, hogy ha 
p(x, VuYo s) 7 C 


egy első integrál, akkor a bal oldal x szerinti teljes deriváltja zérussal egyenlő az 
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adott differenciálegyenlet-rendszer következtében. Ugyanis feltéve, hogy y.(x), 
y2(2), . . s vya(x) valamely megoldásrendszer, akkor ezeket a p függvénybe téve, 
fennáll, hogy 
o op d dy dy 9y dyn 
ET szet TA SESSZB dia 4 Pp ayn 


ox  Ooyydx  09y, dx oyan dx 


2? 


azaz az adott differenciálegyenlet-rendszer miatt 


éa tT f(x YuYp e zi -H . s. tt f(x Ya Yo te e Jn) ÉM — 0. 
Ez pedig a yw-re nézve egy elsőrendű homogén lineáris parciális differenciál- 
egyenlet. Tehát e parciális differenciálegyenlet bármely megoldása állandóval 
egyenlővé téve, az adott differenciálegyenlet-rendszer egy első integrálja, 

Ha valamilyen módon sikerül meghatároznunk az adott differenciálegyen- 
let-rendszer n számú független első integrálját, vagyis olyan első integrálokat, 
melyeknek rendszerét y., Vo; . . .; yn-te vonatkozólag meg lehet oldani, akkor 
ezen megoldás megadja az yi, Vas . . ., Va függvényeket az x független változó 
és n számú tetszőleges C,, Co, . . ., Ca állandó függvényeként. Ezek a kifejezések 
szolgáltatják a differenciálegyenlet-rendszer általános megoldásrendszerét. n 
számú független első integrál ismerete ekvivalens a differenciálegyenlet-rend- 
szer integrációjával, 

Ha ismerjük a differenciálegyenlet-rendszer valamely 


p(x, Vu Yar: sY) CC 
első integrálját, akkor ebből kifejezhetjük az egyik ismeretlen függvényt, pl. 
a-t az x független változó, a többi ismeretlen függvények és a C tetszőleges 
állandó által: 
yn — 0(X, Yu Yar s ni O). 

Ha ezt a kifejezést beírjuk a differenciálegyenlet-rendszer első n — 1 egyenle- 
tébe, akkor n — 1 differenciálegyenletet kapunk n — 1 ismeretlen függvénnyel. 
Így a rendszer rendszáma eggyel csökken. Analóg módon, ha ismeretes k füg- 
getlen első integrál, akkor a rendszer rendszáma k egységgel csökkenthető, 

Bizonyos szempontból célszerű, ha a differenciálegyenlet-rendszerben 
szereplő x, 1. Vo5 : . s Vn változók közül egyiket sem tüntetjük ki a többivel 
szemben mint független változót, vagyis ha a differenciálegyenlet-rendszert 
differenciálok segítségével szimmetrikus alakba átírjuk. 

Tegyük fel egyszerűség kedvéért, hogy a független változó és az ismeretlen 
függvények száma együtt n : XI. Xs. , s; Xn. Ekkor a differenciálegyenlet-rend- 
szer szimmetrikus alakja: 


dxi e dx. ke s Xn 
X (xi X 9 9... Xn) KXKAÁXI, X 9. 96... 2) sákájbi Xn(Xxi X 97 e. es Xn) ki 
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Ennek a rendszernek az általános integrálja a következő alakba írható: 
pi(Xi X 2 . ... Xn) — Cs 


po(Xi X 9 9 4... Xn) ee. Cs 


Velké Cox gén) Sa 

Mivel azt akarjuk, hogy bármelyik változót vehessük független változónak és a 
többi változókat ismeretlen függvényeknek, azért célszerű az X; függvényekre 
vonatkozólag az ÖSSZeS XI. Xs . . s, Xn argumentumok szerinti folytonos differen- 
ciálhatóságot megkövetelni. 

Ha a differenciálegyenlet-rendszer szimmetrikus alakjáról át akarunk térni 
a UAucnY-féle normálalakra, akkor az egyik változót, pl. x,-et ki kell jelölni 
független változónak. Ebben az esetben a rendszert a következő alakba írhatjuk: 


dxi 2. ZXi kör psskka] 
dön XX AXe Xörviszka] 


dán SX Alk Kösssz 


.R.9.ANANAEAAEAGAAAeEEeEE.E.[. 


dxn-i . Xno1(Xis Xo e e sg Xn) 


dXn Xn(X15 X 97 ..... Xn) j 


Ahhoz, hogy a jobb oldalak folytonossága megmaradjon, szükséges, hogy 
az X105 Xo0s " : ss Xno kezdeti értékek kielégítsék az 


Xn(Xi105 X207 " "es Xno) 7 0 
feltételt. 

Ha a kezdeti értékek behelyettesítése alkalmával valamennyi X; függvény 
0-val egyenlő, akkor a jobb oldalak a független változók bármely választása mel- 
lett diszkontinuusok lesznek. A kezdeti értékeknek egy ilyen rendszerét szingu- 
lárisnak nevezzük: ezeknek a differenciálegyenlet-rendszer szinguláris pontjai 
felelnek meg. Nyilvánvaló, hogy a szinguláris kezdeti értékrendszerekre nem 
alkalmazható az egzisztencia- és unicitási tétel PicaARD-féle bizonyítása. Mi a 
szinguláris pontokat ki fogjuk zárni az általunk vizsgált tartományokból. 

Annak feltétele, hogy egy tetszőleges 


(xi X 95 96.09 Xn) Sazlk C 
alakú összefüggés az adott differenciálegyenlet-rendszer első integrálja legyen 
az, hogy ; ; 
9y y Vg 
KusEEÉ Kszj ... öEZggajnesl s 0 
TER lád OLUKGT 9 agg ULES a LT TA a öl 
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azaz 
99 9y 99 
—— veres söt ee — s 0 
legyen bármely integrálgörbe mentén. 
Az adott differenciálegyenlet-rendszernek a szimmetrikus alakra való reduk- 
ciója gyakran hasznosnak mutatkozik az első integrálok meghatározására. 
Miután az egyenleteket a 


e... 


differenciál alakban írtuk fel, ezen egyenlőségek tagjaiból a differenciálokra 
vonatkozólag olyan lineáris kombinációkat igyekszünk képezni, hogy a bal 
oldalon egy teljes differenciál, a jobb oldalon pedig 0 álljon... Ha ezt a teljes d1if- 
ferenciált integráljuk, és az eredményt egy állandóval tesszük egyenlővé, egy 
első integrált kapunk. 


d) Példák, feladatok ] 1. Oldjuk meg a 


differenciálegyenlet-rendszert. (x, j, z a háromdimenziós tér pontjainak koor- 
dinátái, és keressük az áramvonalakat.) 


A 

dx — dy 

xz yz 
differenciálegyenletből adódik 

dx — dy 

xy" 
azaz 

lny—iI]nCux, 

vagyis 

y —Cxx. 


Eszerint az áramvonalak z tengelyre illeszkedő síkokban vannak, melyeknek 
nyomvonalai az (x, y)-síkban az 


peC gk 


egyenletű egyenesek. 
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Ha most ezt az eredményt behelyettesítjük pl. a 


dx /———— dz 
az xöigyi 
differenciálegyenletbe, lesz 
dx dz 


TFH 
azaz 
(1 3 C)x dx 3- zdz — 0, 


ahonnan integrálás után adódik: 
(1 4 CT)x? -- 2? — C,. 


Ha visszahelyettésítjük ide a C, — 4 összefüggést, akkor lesz: 


x2 tp" 32 Csi 


Tehát végeredményben az áramvonalak az origó középpontú VC, sugarú 
gömböknek z-tengelyre illeszkedő síkokkal való metszésvonalai lesznek. 


A Oldjuk meg a következő differenciálegyenlet-rendszert: 


dx dy dz 
fe zlsláas" tám 
A 
dx 4 — dy 
ye 
vagy másképpen írva 
xdx 4 ydy — 0 


differenciálegyenletbői adódik az 
x? -- y? — C) 


első integrál. Eszerint az integrálgörbék rajta vannak az x? -- y? — C) egyenletű 
egyenes körhengereken. 
Egy másik felületsereget a következőképpen nyerhetünk: 
Kiválasztjuk a 
dx —— dz 
y 3-8 
differenciálegyenletet, amit így is írhatunk: 


2 
ydx— 5 dx— dz— 0, 
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vagy mivel 
. dx  dy 
y  x! 
azaz 
x 
— — dx — dy, 
y y 
azért 


y dx 4- xdy — dz — 0, 
ahonnan integrálással nyerjük az 
xy —z-C, 


egyenletet. Ezek nyeregfelületeket határoznak meg. 
Az integrálgörbék az 


x2 yt — CC, 
xyz Ce. 
felületek metszésvonalai. 
3. Oldjuk meg a 
dx dy dz 


ANT ——. A ——— —— 


xy TETT 


differenciálegyenlet-rendszert. 


A 
st Mé A 
xy? xy 
egyenlet így 1s írható: 
xdx — ydy, 
ahonnan 
x? — y? — CC, 
A 
dx az 


xy? zetg3yő 
differenciálegyenletet átrendezve: 


xdx , dx . dz 


y? x z 


2 


vagy figyelembe véve azt, hogy x dx — y dy, kapjuk a 
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differenciálegyenletet, ahonnan 


In2—1lnx—Íiny-—-inC, 
azaz 
z 


xy 
Végeredményben az integrálgörbék az 


C 9. 


z 
x? — py2?—C) és cesaá e 
felületek metszésvonalai. 
4. Tekintsük a 
dx dy 
de Mt gi" 


differenciálegyenlet-rendszert. 
Az első egyenletet 2x-szel, a másodikat pedig 2y-nal megszorozva és a 
kettőt összeadva, nyerjük a következő egyenletet: 
dx dy 
Z hgyőz 0, 
2xgg TV gi 
A bal oldal teljes derivált, tehát integrálással az 
xhy7- Ci 
első integrált nyerjük. 
A differenciálegyenlet-rendszer általános integrálját pedig ennek a felhasz- 
nálásával így nyerhetjük: 


azaz 

5-Va-zz, 
ahonnan 

ZAARRTNOSNA: A 

VCz— x 

azaz 
arc sin KazzVs ttC 
Ci gú 

vagyis 
és ezzel 


y — C;, cos (t -- C.). 
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5. Oldjuk meg a 
2— yt — z 
JT" dx ii 


dz 
a 2 — 
(z— ye y 
differenciálegyenlet-rendszert. 
Írjuk át ezt szimmetrikus alakba: 


Ezen egyenlőségek két utolsó tagja egy integrálható kombinációt ad: 


ydy— zdz—-0, 
ahonnan az 
y 2 — 2? — GC; 
első integrált kapjuk. 
Ha továbbá az első arányt egyenlővé tesszük a két utolsó arány előtagjai és 
utótagjai különbségeinek arányával, akkor 


vagyis 
dx -- (z — y) (dz — dy) — 0, 
ahonnan egy további első integrált nyerünk: 
2x -- (z — y)? — CC. 
A kapott két első integrál együtt a differenciálegyenlet-rendszer általános 
integrálja. 
6. Oldjuk meg a 


dy l 

dx 17 

dz 1 

X y—x 
differenciálegyenlet-rendszert. 
Írjuk a rendszert a következő alakba: 
0. dx 1  —— dz 
Ha a két egyenletet összeszorozzuk, a 
dy — dx Y8 le o 


14" 
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integrálható kombinációt kapjuk, ahonnan egy első integrál: 


(y — x)z — C,. 
A további integráció céljából oldjuk meg ezt az összefüggést (y — x)-re nézve: 
RNS 22 
y z 
és írjuk ezt be a második egyenletbe : 
dx — dz 
Cs g 
ahonnan 
Z — Ce Ci, 


Ezt az eredményt és az első integrált figyelembe véve végül is az általános 
integrál a következő: 


yet haz, 


hd 


Z — C,eCi, 
7. Oldjuk meg a 


differenciálegyenlet-rendszert. 
Jelöljük egy pillanatra a felírt, egymással egyenlő arányok közös értékét 
£2-val. Akkor 


dx — A(z — y) 
dy — A(x — 2) 
dz — 9(y — x). 


Ha itt az első egyenletet: x-val, a másodikat 8-val, a harmadikat y-val 
szorozzuk, és ezeket összeadjuk, akkor lesz: 


a dx 3- Bdy - ydz — 2(a(z — y) 1 B(x — 2) 4 94 — 29 
azaz 
dx dy dz x dx 3- B dy 7- y dz 


s.  —— 
mem —————— — 
GE am—— 


2-y x—Z yYy—X a(z — y) ht B(x — 2) 4 94 — xx 


x, B, y alkalmas megválasztásával esetleg sikerül alkalmas, integrálható kombiná- 
ciót előállítani. Így pl. legyen először c — B — y — l, és akkor 
dx -t dy 34- dz — 0, 
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ahonnan egy első integrál: 
xtytz7-C,. 
Ha viszont a — x, B — y, y — z, akkor 
xdxtydy it zdz— 0, 
ahonnan egy másik, az előzőtől független első integrál: 
X-et Ze G s 
E két független első integrál adja együtt az általánios integrált, 


8. Oldjuk meg a 
dx dy dz 


xi hyhyz  xthy—xz (x-z 
differenciálegyenlet-rendszert. 


Az előző példában követett eljárást alkalmazva, legyen először a — 1, 
8 — —1, y — I, amikor is 


dx —dy—dz 7-0, 
ahonnan egy első integrál: 
x—y—z—-C,. 
Ha most a — x, B — y és y — 0, akkor egyrészt 
x dx 3- y dy — (x? 3 y9) (x 3- y, 


és a bal oldalnak a jobb oldallal képezett arányát egyenlítve a szimmetrikus 
formában adott differenciálegyenlet-rendszer utolsó arányával, lesz: 


x dx 4 y dy dz 


at— 


(2-4 y)(x-hy) (xtyzi 


azaz 
2xdx--H2ydy . 2dz 
x2 -- y? sg ?" 
ahonnan egy újabb első integrál: 


x" th y" — C 22, 
A két első integrál együtt adja az általános integrált. 
Oldjuk meg az alábbi differenciálegyenlet-rendszereket: 


9. 5-9. § aszzsájlásáá 


(két első. integrál: x? -t- y2? — C,, x — Vx3 3 y8 "sin É -k c.) 
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TÚn sss m — állandó. 


un ko.g d 


(Az általános integrál: y? — x? — C ; 2? — x? — C..) 
dx gy dz 


he őgy — ez je Rt — zt 
(Két első integrál: x2z 3- y — C xyz; xyy?z? — C..) 
Tesz s eezéyezaő s szesz es 
eXFyTz x—yitz xX$4y—-—z 
(Két első integrál: 
(x 4 y A 2)? — 3x(x thy th 2)? — Cs; 
(x-ty HF 2 —3yxtyt2?— Co) 
idy sz na 
xy?  yx?  x?z 7 y?z 
(Két első integrál: x? — y? — CC; z — Coxy.) 
dx  — — dy dz 
ytz xdtz xthy" 
(Két első integrál: z — x — C(y — x); (x — y)" (x 4- y t 2) — C.) 
zzz aza iss sza s ges s 
x(y? th 29) —y(z24-xő) zip) 
(Két első integrál: zy — Cox; x? 4 y? 3- 22 — C,) 
dx dy M dz 
x(x--y)  —y(lx-bhy)  (xk—y)2x-t2y-2 
(Két első integrál: xy — C,; (x 4 y) (x ty ht 2) — C.) 


18. h. x—y 


hé 


dt 2—t 
dy  x—y 
d  2—t?" 
dz 


(Az általános integrál: x — In (C.t -4- C.), 
y7-iln(Ct-t CC) hb C,— C., 
zZ —-— (1 -- Ce -- Cs 


2. §. ELSŐRENDŰ LINEÁRIS DIFFERENCIÁLEGYENLET- 
RENDSZER ÁLLANDÓ EGYÜTTHATÓKKAL 


a) Elsőrendű 
homogén lineáris 
differenciál- 


. Legyen ádva a következő elsőrendű homogén 
lineáris differenciálegyenlet-rendszer: 


egyenlet-rendszer dyi 
n ismeretlen dx Ez d11y1 7- d192y2 -- ... -k dinyn 
függvénnyel 

dy 


ix day t dee Tt . e. Tt donYn 


dyn 
e - anyi t dane2Y2 Tee Tt dnn)y ns 

x 
ahol az a;, együtthatók állandók, y., Vo... .5Vn pedig az x független változó 
ismeretlen függvényei. Keressük a differenciálegyenlet-rendszernek azt a parti- 
kuláris megoldását, mely eleget tesz az 


y1(xo) — Vio V2(x0) — Yo es Vn(Xo) — Yno 


kezdeti feltételeknek. Itt V19. Voos . . -z; Vno Megadott állandók. Esetünkben a dif- 
ferenciálegyenletek jobb oldalain álló függvényekre 


I1x— xy] Zoo,  Iyj— Yo] 2 oo, 1-7 1,2,...,n 


mellett teljesülnek a megoldás egzisztenciáját és unicitását biztosító feltételek, 
Vezessük be az ismeretlen függvényekből álló 


y—y04) — [30) 
ye) 
Yyn(x) 
ismeretlen oszlopvektort; az adott állandó együtthatókból álló 
A — ü11 d12 ... din 
dai og see don 


hé e e 
hd hd e 


dni dn2 ... dnn 
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kvadratikus matrixot. Az adott kezdeti feltételeknek megfelel az 
Yo — y(x0) — [710 


konstans oszlopvektor. 
Feladatunkat ekkor így fogalmazhatjuk: 


Megoldandó a 
d 
det Ay 


homogén lineáris matrix differenciálegyenlet, az y(x,) — yo kezdeti feltétel 
mellett. 

A megoldás előállítására alkalmazzuk a PicaRD-féle szukcesszív approxi- 
mációk módszerét. Figyelembe véve azt, hogy az adott differenciálegyenlettel 
ekvivalens az 


x 


y(x) — yo 7 J Ay(é) de 
integrálegyenlet, képezzük az 
yi(x) — yo --] Ay, dé, 


x 


yo(x) — yo 7 J Ayi(2) de, 


6... AEAAEAANEEG.A Re]. 


had 


iterációsorozatot, ahonnan 
yi1(x) — E -t- A(x — Xo)) Yo 
y2(x) — E -t A ——  — sé x0) Hz AZ ——— ése zs Yo 
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Mivel pedig a megoldás egzisztenciájára és unicitására vonatkozó tétel alapján 


lim ym(x) — y() 


m-e 00 


a differenciálegyenlet-rendszer adott kezdeti feltételeknek megfelelő egzakt 
megoldása, végeredményként írhatjuk ; 


y(x) — eA6—r9y(xo). 


A megoldás tehát úgy áll elő; hogy a kezdeti feltételeket tartalmazó y(x,) 
oszlopvektort kell szorozni egy bizonyos matrixszal, mely a szukcesszív approxi- 
mációk iterációsorozatában szereplő, xo-tól x-ig képezett, határozott integrálok- 
kal számítható. Ez (mint majd látni fogjuk) általánosságban is igaz, akkor amikor 
az együtthatókból képezett A kvadratikus matrix elemei nem állandók, hanem 
x-nek folytonos függvényéi. 

Erre utal az 


y() — Rh y(x) 
jelölés. 

Az 2 matrixot, amely az általunk vizsgált speciális esetben (A — állandó 
matrix) eA6—x , az adott homogén lineáris egyenletrendszer rezolvens matrixá- 
nak nevezzük. (Szokás még általánosan matrizánsnak nevezni.) 

Vizsgáljuk meg a következőkben ennek a rezolvens matrixnak néhány 
(általános esetben is érvényes) tulajdonságát. 


b) A rezolvens aj A rezolvens matrix nem szinguláris, azaz 
matrix néhány 
tulajdonsága det (2 ) 0, 


és így létezik az ( ey)" reciprok matrix. 
Ennek igazolása többféleképpen is lehetséges. 
Először is az riyilvánvaló, hogy ha az y ismeretlen függvénynek az x helyen 


felvett értékét írjuk elő kezdeti feltételnek, és az x, helyen keressük a megoldást, 
akkor fennáll; 


y(x) — 2 


a y(). 
Tehát 


y(x) — 2 ely, 
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azaz 


(2 165 Teli — al", 


és ez azt jelenti, hogy a rezolvens matrix reciprokát egyszerűen úgy nyerjük, 
hogy a rezolvens matrix előállítására szolgáló iterációsorozatban valamennyi 
integrálnál a határokat felcseréljük, vagy ami ezzel ekvivalens, valamennyi 
integrálnál a határokat megtartva előjelet váltunk. 
Az állandó együtthatójú lineáris differenciálegyenlet-rendszernél ez azt 
jelenti, hogy mivel 
y(xo) — ef y(x) — eber y(x) , 
azért 
(eAlx—xo)) 71 sz 07A(x—Xxo) , 
Másképpen okoskodva, legyen 
k — Fwi(x) wie(x) ... win(x)T . 
i 0 o1(x) w22(x) ... wen(x) 


. . e. 


e e. 


wn1(x) wn2(x) cs. Wnn(x)] 


Képezzük a det (2) determináns x szerinti deriváltját: 


d x , , 
7z det(e) — 011 0212 ... 0n 1-4 011 C€012 96.. Win! -t 2 s. "t 
v , 
Wa Mag 9... Don 021 Wo 660.eEe Won 
e e hé e kő e 
0011 Wn2 .-.. il] 0071 002 9... Wan! 
, 
-- 0011 012 9... Win 2 
7, 
091 0g2 9... Don 
, 
Cai Oan ses Wan 
vagy mivel 
d ol x 
32] - AR], 
azaz 
pa 
2 
Ok — br UV ik; 
Ja 
azért 
d jé c 


§ 

is . a 2 Bi 
] . . e 
t . e. e 


3 , (anyc0ja) CÖjlá: szak DR 
iz § 
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ni ; n I 

-k 0 11 HA (a 0 jo) 4... C€01n j d- 0... A- 0331 W19 ... ps (1 0 jn) 
is1 3 I 7 Í 

: 


A 1 
021 pa (ao jo) vas Von; : WD  WVgg se 2 (1210 in) I 
s ! : iz 
: ; sjlte 4 S o 
. $ 4 ] . . . 


n 
[om 2 (anwj9) dog a ÖK [mi Cs 24 2 (anjton) 
i Én 


Válasszuk külön ebben az összegben azokat a tagokat, amelyekben a; 
közös tényezőként szerepel. Belátható az, hogy a;; csak az Wir Wios . . sz Win 
tagokban szerepelhet, és így az első determinánsban a szorzója w;12;1, a második 
determinánsban w;52;o,..., az n-edik determinánsban pedig ovn0n, ahol 
9x-val a det (S25.)-ben szereplő oz, elemhez tartozó előjeles aldeterminánst 
jelöltük. Tehát az a;; t tartalmazó tagok, a közös tényező kiemelése után: 


n 
di 2 w2; — dij" det (22). 
JjJ5 


Viszont az ay(i -- k) elem szorzói: az első determinánsban w,2; a 
második determinánsban wro2;os . . ., az n-edik determinánsban pedig win. 
Így az a-t tartalmazó tagok, a közös tényező kiemelése után: 

Nn 
ak 2 002 — 0, mert i-£k. 
I íz 
iszek szerint 
d 
dx 


Ebből pedig 


det (elt) — (a rt do2-k : . . -6 Ann) " det (eh) — Sp (A) : det (A). 


ÍSP(A)dé 
det (ed) sz Ce , 


Mivel pedig 25" — E, ezért C— 1 kell hogy legyen, azaz végeredmény- 
ben: 


j [Sp(AdE 
det (2) — e T 0. 
Ez az ún. JAcoBi-féle azonosság. 
B] A rezolvens matrix kielégíti a 
d 
dx Y —-— AY 


matrix-differenciálegyenletet. (Y ugyanúgy, mint A, n-ed rendű kvadratikus 
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matrix, csak feltesszük azt, hogy valamennyi eleme az x független változónak 
ismeretlen függvénye.) Ugyanis 


v- ek 
deriváltja: 
d d 9. s SZRES b SS 
3 ú E 7 (2) es AR2[/ - AY, 


Jelölje e; azt az egységvektort, melynek i-edik eleme 1, és minden egyéb 
eleme 0: 


€; — 


"se OO 
een 
hete 


DD 040 DD mi OD 
eaz 
ee, 
fene 


iz (nm 
Az 


y(x) — Lehel E; — 03; 
függvény az eredetileg adott homogén lineáris differenciálegyenlet-rendszernek 
az a megoldása, mely eleget tesz az 
y(xo) — e; 
kezdeti feltételnek. Ez a megoldás egyébként azonos a rezolvens matrix i-edik 
oszlopvektorával. Mivel pedig 
det (2 - 0, azért világos, hogy a rezolvens matrix oszlopvektorai az adott 


d 
Jay Ay 


differenciálegyenlet-rendszer egy-egy.olyan megoldását adják, melyek egymástól 
lineárisan függetlenek. Az adott differenciálegyenlet-rendszer bármely megoldása 
ezeknek a lineárisan független megoldásoknak tetszőleges állandókkal szorzott 
összegeként állítható elő. Azaz a rezolvens matrixot oszlopvektoraival 
Lediai Sör ös az 005] 

alakban írva, bármely megoldás így írható: 

y(x) — e e — CI -b Cowa - . . . -b Cn09n; 
ahol 


c — rc1, c; — állandó. 
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YI A rezolvens matrix szorzat alakú előállítása. Legyen x, S xy, S x, 5 


Za ESZ Kgea E Xg EA ZBOB mIKSZEÉL ÉS a következő összefüggés: 
a SZIL, Xn-i : el sa 
mert hiszen 
y(x) — 2 ya) 
y(xn) — 92 tzi Yy(Xxn. 


9.9... ANANEAEEAEÉEeGAG AG EeEEeoe ee... 


yt) — elyi, 


y(x1) — ey y(x0) 
ahonnan 


y(x) — 


amint állítottuk. 


,. A 


Ay 


szan ma Y(x0) erzi ad kél Xi 


c) Elsőrendű Tekintsük most a 


inhomogén d 

segget stét y 

vin asa tető dx anyit agyat hee b anya TF f(x) 
egyenlet- 

rendszer n dya (x) 
ismeretlen dx "Tali T degye Tt ee. FF amyn FTelx 


függvénnyel 


x — anyi t dan2y2 Tt... t annyn -t f(x) 


inhomogén lineáris differenciálegyenlet-rendszert, ahol az ax együtthatók állan- 
dók, Matrix alakban írva: 


d 
ahol a korábbi jelölésekkel összhangban: 


y- yi) — [yt A— fan dai ... ant f(x) — [71(x) 
Ve dai dg2 ee don f(x) 


Yn: na Úrra só hi fn(x) 
Előírjuk az x, helyhez tartozó kezdeti értékeket, azaz legyen adott: 
Yo — y(x0) — [91 
Yoo 


e 
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Legyen a megfelelő homogén lineáris differenciálegyenlet: 


d 
dx "h — ÁYnp 


Ennek az y,(xo) — y(xo,)) — yo előírt kezdeti feltételhez tartozó megoldása: 


y1(x) — AI y(x0) — efo—dy(x). 


Keressük az inhomogén lineáris differenciálegyenlet megoldását az állandók 
variálásának a módszerével az 


yh)—- 2 


x, z(x) — e9e—9z(x) 
alakban, ahol z(x) egyelőre ismeretlen. Mivel 
yb) — Ay() 4 25 zt) 
dx Ya e ta ro dx vs 
azért kell, hogy 
d 
ix 4 —— 
s dx z(x) f(x) 


legyen, ahonnan 


5529) — (AJ, 


és végül 
XX 
z(x) — [(R ÉRD) at 4 yt. 


X; 


Így a keresett megoldás 


x 
1: lé —igzes zel 
y(x) — AP Íy(x £3i ! Csal) ES) dőp , 
Xn 
vagyis a konstans A együtthatómatrix esetében: 


N 


. 
(ad 


y(x) — eAmdly(xo) 7 [ AGE] de . 


Xn 
Érdemes megfigyelni, hogy az y(xo) — yo előírt kezdeti feltételhez tartozó 
megoldása az inhomogén lineáris differenciálegyenlet-rendszernek két megoldás 
összege : 
I. 225 y(xo) — eAe—dy(xo) a megfelelő homogén lineáris differenciálegyen- 


let-rendszernek az előírt y(x,) — yo (s 0) inhomogén kezdeti feltételhez tartozó 
megoldása; 


" [ (8 


Xg 


2. e 


1.) "E £) d E BEKES EA(x—xo) J 0—A(€—xo) £(6) dE 
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az inhomogén lineáris differenciálegyenlet-rendszernek az y(x,)) z 0 homogén 
kezdeti feltételhez tartozó megoldása. 

Megjegyzés : 

1. Ha az adott differenciálegyenlet-rendszer általános megoldását keressük, 
akkor y(x,) — c előírást alkalmazunk, ahol a c oszlopvektor elemei tetszőleges 
állandók; 

2. az általános megoldás előállítása érdekében egyszerűsíthetjük a végered- 
ményünket azzal az általánosságot nem sértő feltevéssel, hogy xy — 0 értéket 
választunk. Így lesz: 


y(x) — eAx le -k J e7Asf(ő) dEf. 


10) 


d) A rezolvens Előző vizsgálatainkból látható az, hogy egy homo- 
matrix konkrét gén vagy inhomogén lineáris differenciálegyenlet- 


előállítása rendszer adott kezdeti feltételekhez tartozó partikulá- 
konstans A 


együttható- ris megoldásának vagy általános megoldásának az elő- 
matrix esetén állításához szükség van az 
2 rezolvens matrix ismeretére. 
0 


Feltesszük azt, hogy az A együtthatómatrix elemei állandók, és megvizs- 
gáljuk azt, hogy ebben az esetben az 


Lodi fesz eALx—xo) 
Xo 


matrixfüggvényt hogyan lehet kiszámítani, 
I. eset: az A matrix 2; sajátértékei a 4d(4) minimálpolinomnak egyszeres 
zérushelyei. Ebben az esetben A hasonlósági transzformációval diagonalizálható. 
Mindenekelőtt meg kell határozni az A matrixhoz tartozó karakterisztikus 
egyenletet és annak gyökeit, a sajátértékeket. AE — A a karakterisztikus matrix, 
és ennek a determinánsa a karakterisztikus polinom: 


det (E — A) — D(4). 


Tegyük fel, hogy a D(4) — 0 karakterisztikus egyenletnek a gyöktényezős 
alakja: 
DO) - (1 — A) — Aj... (1 — 49" — 0, 


ahol 2; -- 4 ha i 5- k és az Tt cs 1 ... th a, — n. Továbbá az adj (E — A) 
matrix valamennyi elemének legnagyobb közös osztója: 


O(1) — (A — 2)—t(a — AojeT , . . (4 — 199, 


Ebben az esetben a minimálpólinom: 


44) — —— — (2 — 2) (A — 29) . . . (A — 4). 
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A A; sajátérték, mely a D(24) — 0 egyenletnek a;-szeres gyöke, behelyette- 
sítve a karakterisztikus matrixba adja a 
4/E — A 
matrixot, amelynek rangja: 
04 E s A) — N— Ai, 
ami azt jelenti, hogy a 
homogén lineáris egyenletrendszernek pontosan a; számú lineárisan független 


megoldása van. Tehát minden sajátértékhez annyi lineárisan független saját- 
vektor tartozik, mint ahányszoros 0-helye a karakterisztikus polinomnak az 
illető sajátérték, Összesen pa a; — n lineárisan független sajátvektor van, és így 
ha megállapodunk a üi 

MÁ ove Aa ESA; 


jelölésben és a 2,-hez tartozó lineárisan független sajátvektorokat így jelöljük: 
11715 U;os . cs Uixz,; továbbá az összes sajátvektorokból mint oszlopvektorokból 
megszerkesztjük az n-ed rendű, kvadratikus és nem szinguláris 


U he [1111 UJ 97 9 009 Ulla .... Us; Us o 9 6 09 Usa ] 


transzformáló matrixot, .akkor mivel 


AU Ezzzi Un AÁ19s . 6... Aza); 


azaz 
A sz ÚAjás Ass rss Agy UT 
azért 
KA) — ÚGU) T2i2 e 2 sz (Asz) 07, 
azaz 


$2 44.656 


fsz —1, 


2 A 0A0—x) — U(efnt—xo, eln -x), 


A sajátvektoroknak a 
(AE — A4)u— 0 


homogén lineáris egyenletrendszerek megoldása útján való meghatározását elke- 
rülhetjük, és így a számítást egyszerűsíthetjük, ha a különböző sajátértékeknek 
megfelelő és az 

1 ha i—k 
L, (4) — ; 


05 Ülae szot SEEK E MTEGDÓ 
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összefüggésekkel definiált és az 


40) 


4) — Ta a —7) 


explicit formulával előállítható, legfeljebb (s — 1)-ed fokú LAGRANGE-féle inter- 
polációs alappolinomokat alkalmazzuk, amikor is 


(A) — 3 fOJL(A). 


Ha még figyelembe vesszük, hogy a 2; sajátértékeknek megfelelő L(A) 
interpoláló alappolinomok minimális számú diádösszegre bontott alakjában az 
oszlop és sorvektorok összessége biortogonális rendszert alkot, akkor az 


AA) — DfOJL(A) — 3109 2 u viz — UA, . . , fÜJV" 


alakra jutunk, amely Vr — U7-! miatt az előző előállítással azonos eredményre 
vezet. 


II. eset: Az A matrix sajátértékei között van olyan, amely a 4(4) minimái- 
polinomnak többszörös zérushelye. Ebben az esetben az A matrixot hasonlósági 
transzformációval nem lehet diagonalizálni, hanem ún. JORDAN-féle normálalakra 
kell transzformálni, 

A probléma elméleti részleteibe nem bocsátkozunk, hanem csak az eljárás 
lényegét ismertetjük. 

Tegyük fel azt, hogy az n-ed rendű kvadratikus A matrix különböző saját- 
értékei 21; Aos e s os As(S Zn) az c os. . ss cs multiplicíitással, azaz 


det (AE — A) — D(2) — (A — 4) —Agz (4 — AJ, 
(1 -- cat . . . b cs — nm). 
A minimálpolinom; 
4(A) — (A — ARA — Agjfs , . . (A — AP, 
s LCBitBot... té Zn. 


Tegyük fel azt, hogy az i-edik sajátérték a minimálpoiinomnak B; 5 1i- 
szeres zérushelye. Ez esetben az A — 24/E matrix rangszáma biztosan nagyobb, 
mint A — Ci, azaz az 


ahol 


(A — 4Eju — 0 
homogén lineáris egyenletrendszernek biztosan kevesebb, mint a, számú lineá- 


15 Közönséges differenciálegyenletek — 44 231/VII."" 
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risan független megoldása van. Ki lehet azonban mutatni azt, hogy A — 2/E 
hatványozásával a rangszám meghatározott módon csökken, egészen addig, míg 
az m,-edik hatvány rangszáma éppen n — xa;-vel lesz egyenlő: 


ot(A — 4EJ") — n — az. 


Ez pedig azt jelenti, hogy az 
(A — 2E)piu — 0 


homogén lineáris egyenletrendszernek éppen a; számú lineárisan független 
megoldása van. Ezeket a megoldásokat nevezzük az adott A matrixhoz és a 4: 
sajátértékhez tartozó m;,-ed fokú fővektoroknak.(A sajátvektorok m, — 1-nek 
felelnek meg, és így ezeket elsőfokú fővektoroknak nevezhetjük.) Az A matrix 
joRDan-féle normálalakra transzformálásánál a fővektorok ugyanazt a szerepet 
játsszák, mint a diagonálalakra transzformálásnál a sajátvektorok. Azaz a tránsz- 
formáló matrix oszlopvektorai éppen a fővektorok. 

A A, sajátértékhez tartozó fővektorokat rekurzív módon határozzuk meg a 
következő tétel. alapján: 

Minden g-ad fokú fővektor (jelöljük a 1,-hez tartozó fővektorokat w?-val) 
egyben megoldása annak a homogén lineáris egyenletrendszernek is, amelynek 
együtthatómatrixa az (A — 2/E) matrix g-nál nagyobb kitevőjű hatványa, és így 
pl. annak az égyenletrendszernek is, amelynek együtthatómatrixa (A — 2/E)". 
Mert hiszen 


(A — 2E)rauip — (A — AE)Tsf(A — 24 E)sup) — 0. 
Ha tehát r € g — m;, akkor mivel 
(A — 2,/E)su) — (A — 4 EJT (A — 24Eyruj)) — 0, 


azért a kapcsos zárójelben levő vektor tulajdonképpen egy (g — r)-ed fokú 
fővektor, azaz 


(A — 2/Epru? — u4-n, 


Ebből a speciális r — 1 választás mellett a különböző fokszámú fővektorok 
meghatározására a következő lineáris egyenletrendszérek adódnak: 


(A — aEjugp — up 


(A — 4/Ejufp — up 


4 dl JE JE E AK SA A E EK E EL E A E E A 
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Meghatározva ebből az A matrix valamennyi sajátértékéhez az összes lineá- 
risan független fővektorokat (ezek száma összesen n), fennállnak az 


e -1 
Awp — 4 - ujj) 
összefüggések, ahol 
i—-1,2,..., S, 
g — 1, 2, . . ., M; ; 
]j - 1, jZNKSSTTNRETBA Vig 
és u — 0, 


Rendezzük ezeket a fővektorokat fokszámuk és indexeik szerint sorrendbe. 
Tegyük fel azt, hogy az i-edik sajátértékhez, 4,-hez tartozik y;, számú lineárisan 
független elsőfokú fővektor (azaz sajátvektor), és ezek rendre a következők: 


a 1 
vi, uz, 9. ... u). 


Mindegyikkel ezek közül képezünk egy-egy másodfokú, harmadfokú, .. . , 
k,-ed fokú fővektorokból álló sorozatot, ügyelve arra, hogy az összes igy kapott 
fővektorok lineárisan függetlenek legyenek, Az utj-hez tartozó sorozat az 


(A — 4Ejup — 0 
(A — 1) — ug 
(A — 2 E)uW? — u? 


B. A9EAEAELVYVVBVLVRVR.LEŐLEB 


egyenletrendszernek egy-egy megoldásából áll. Az egyes sorozatokon belül kapott 
fővektorokat oszlopvektorokként egymás mellé írva, kapjuk a 4,-hez tartozó, 
a; számú oszlopból álló 


szástat ajak a ki)e ag(1) ag(2 ka) e 1 k 
U, — [uD, up, . . ., ui; u, u, . . ., uld; ...; u Uld 2 e e ez UN] 


matrixot. 
Ha most továbbá 


U — [U, U, ..., Uh, 
akkor 


AU — UJ, azaz A — UJU7, 
ahol 


J—J.Ju 9 Ís); 


169 
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és Itt 
J; — A; j RNÉBE 1 JEÉSÉSES 0 ; : 2 ez 
0 2 1... 0: hg 
0 0 2...0 0 Tong! 0 
3 e o e .. 85: ; k, SOr 
0 0 0... 4, og 
[A 1] 0 .0.. 0 ; S NAN j 
0 ga 1..0I I! 
0 0 0 A... 0!...! 0 
hg e , 9.. ú5 1 ka SOT 
Ör 30 es Ai 
JEVEÉTRESÉK SÉRTTRNREMTTSÉRE SARNTR SAE SÉS RZYSAT ETT sékelt EGE NONE agas ze 
:0 A; 1 ... 0 
0 0 .!0 0 A; ... 0 
1 e . e... e Ka SOT 
§ : ; 0 Ő 0... A; 
k, oszlop ka oszlop EESERB8 K, oszlop 


8 7 Ja Ji 4.0 Iva) e 
. rendszáma 2 k, — 11.) 
ízt 


A ] matrixot nevezzük az A-hoz tartozó JORDAN-féle normálalaknak. 

Bár ez a normálalak bonyolultabb, mint pl. egy diagonálmatrix, mégis elég 
egyszerűen lehet vele algebrai műveleteket végezni. Jelöljük a J;-ben szereplő 
k-adik blokkot J;x-val, és ez legyen p-ed rendű: 

Jr T4 l 0 ...0 
0 24 1 ...0 
0 


0 0 A; e... 

hé e e ... e. 
. e e ... . 
0 0 0 60.. A; 
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azaz 


J; — Jn: Ji2z s Ji). 
Könnyen belátható, hogy 


JT — JA JB: s JT 


Azaz a J matrix ugyanúgy hatványozódik, mint egy diagonálmatrix, csak most a 
fődiagonálisban nem egyetlen skalárelem, hanem egy JoRDaAw-blokk hatványa áll: 
Jz. Éppen ezért — ugyanúgy, mint a diagonálmatrixoknál —, ha f(x) az x 
változó egy tetszőleges skaláregyütthatós polinomját jelenti, akkor 


10) — 400. 1025 . - s 02 
102 — 40. fŐ125 . s JŐir)) 


Vizsgáljuk most meg azt, hogyan lehet kiszámítani f(J;)-t, vagyis a normál- 
alakra transzformált matrix egy blokkjának a polinomját. Írjuk evégből a p-ed 
rendű J;x matrixot 


ahol 


Jx — 4E3K 


alakban, ahol E a p-ed rendű egységmatrix és K az ugyancsak p-ed rendű 
következő matrix: 


KEszl0 1. 0 ssze 01 
0 0 1...0 0 
0 0 0...0 1l 


oO 


Ú AD zzz 00 


Könnyen belátható, hogy a K?, KS ..., KP-! matrixok ilyen alakúak: 


K"—j0 0 10... OT,....KP1—I00O...01 
0 0 0 1...0 0 0...0 0 
0 0 0 0...1 0. 0 sa 0 0 
0 0 0 0...0 0 0 ...0 0 
0 0 0 0... 0 U 0...0 0 


viszont 
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Most már nem nehéz a 17, matrix egy tetszőleges polinomját kiszámítani, Való- 
ban az f(x) polinomot a TaAYLoR-formula szerint felírhatjuk ilyen alakban: 


E : lő 


10) — f0) 4 €— 4) fÜ) 4 (0 — 499 le nil szult." ) jádlszmeror juga 


ahol m(z p) a polinom fokszáma. Ebből 
FŐ) — JE 7 Oi — AE) FŰ) 4 
2119. m) A; 
HF 0 — AT rt 0 — age 


— f()E 1-Kf() a h...RKT fagy ; 


azaz az előzőkben K hatványaira vonatkozó megállapításaink értelmében : 


yis meal 
fönn E nat 


(p— 1)! 
(p—2)( 2. 
0 fü) FO) ... gi 
(p—3)(2. 
0 o fü) KEN eeÉT 
0 0 0... fü) 


Látjuk tehát, hogy a normálalak egy p-ed rendű blokkja valamely polinomjának 
kiszáraításához elegendő ismerni ennek a polinomnak és a (p — 1)-edikig bezá- 
rólag vett deriváltjainak az értékét a 2, sajátérték helyén. És ugyanez vonatkozik 
arra az esetre is, ha f(x) egy olyan analitikus függvényt jelent, amely hatvány- 
sorának konvergenciasugara nem kisebb, mint a sajátértékek abszolút értékének 
legkisebb felső korlátja. 

Mindezek alapján egy homogén lineáris, állandó együtthatójú differenciál- 
egyenlet-rendszer rezolvens matrixát így írhatjuk: 


2] — ex — UepU-T, 


ahol 
elx — (el, el:x, , . ., Ph), 


elsx E felux, eliax, .... eJirny 
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és 
E x. XP E 
Jixx — [ etix lx Delx ,,, —— — ekx[. 
e em xelm je G-DI 
xp-2 
ÜK ARS KE kás ze 
(p — 2)! 
p—3 
0 0 ex  . si etix 
(p — 3)! 
0 0 0 ex 
e) A rezolvens Tegyük fel azt, hogy az állandó A együttható- 
matrix előállí- matrix karakterisztikus egyenlete: 
tása minimális ű: 
fokszámú DO) - (4 — Ve) hb (A kezés Ao)a ... (A szesz A" kes 0, 
ölés Edseb ÁOK VES ahol 24; — 2 ha ik és a4t- a.b... a zcn 
útján konstáüs Legyen továbbá a minimálegyenlet a következő: 
A együttható- D( 
ÉSA HÁLA 4(4) — 9 üsajküz ajka ze 


ahol 0(24) az adj (1E — A) matrix valamennyi elemének legnagyobb közös 
osztója, és bp tHBot...tFtőssmös 

Legyen f(x) egy olyan hatványsorával adott analitikus függvény, amelynek 
konvergenciasugara nem kisebb, mint a 4; sajátértékek abszolút értékének 
felső korlátja. Elő akarjuk állítani az A matrix f(A) analitikus függvényét az A 
matrix valamely legfeijebb (m — 1)-ed fokú polinomjával 

Képezzük az f(x) függvény hatványsora /-edik részletösszegének (W - m), 
az Swx(x) polinomnak a 4A(x) osztóra vonatkozó (legfeljebb (m — 1)-ed fokú) 
R,(x) osztási maradékát, azaz legyen 


S n(x) — A(xJON() t Rx(x). 
Ebből 4(A) — 0 miatt következik: 
Sn(A) — R.(A). 

Mármost az R,(x) osztási maradék kifejezhető HERMITE-féle interpolá- 
ciós polinomok segítségével. S,(x) — Rx(x) ugyanis osztható maradék nélkül 
4(x)-szel: 

Sx(x) — Ru(x) — 4A(x) " ON) 
és éppen ezért 4(x) valamennyi 0-helye legalább ugyanakkora multiplicitással 
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0-helye az Sw(x) — Rx(x) különbségnek. Tehát pl. ha 4; a 4A(x) polinomnak 
B;-szeres 0-helye, akkor 

499(4) —0,ha k—0,1,2,..., 8; — 1; i— Ll, 2, . . ., s, és így fennállnak 
a következő összefüggések: 


N(A;) Ez SA): ha k szál 0, l, 2, $ 0es B; EZEN 1; i SET 1, 2, 9. ... $. 


Ezek az összefüggések R,(x)-re és deriváltjaira nézve összesen 


a 
tt 


számú feltételt írnak elő. Mivel pedig R,(x) fokszáma legfeijebb m — 1, azért 
ez az m-számú feltétel R,(x)-et egyértelműen meghatározza. Bevezetve a 
i, hhi—k és p-— og egyszettre; 
0, ha akár i--k, akár p--g 

(t,k.sz 1l.2zssszős AGE 1; Zsazsa bes 
összefüggésekkel definiált, legfeljebb (m — 1)-ed fokú HERMITE-féle H,(x) 


interpolációs alappolinomokat, az Ru(x) osztási maradéknak a következő elő- 
állítására jutunk: 


H(A) — EE Öjk Ö pg 


s 8i—]1 
Rx(x) — Éz 2 SW(2)H:(x). 


Ebből pedig 
s Bi—1 
Sn(A) — Ru(A) — 3 2 SPOAJHA(A) . 


Minthogy a jobb oldalon álló matrixok WN-tői függetlenek, az N — oo határ- 
átmenet nehézség nélkül elvégezhető, éspedig tekintettel arra, hogy feltevésünk 
szerint A sajátértékei az 


MÉ ra. j 
f(x) 7 éz ajxi 


hatványsor konvergenciakörének belsejébe esnek, azért 
lm SW; — fa, J ER 0, 1, 2, . 
No- oo 


és így végeredményben: 
s 8:—1 
HA) — 3 5 f90) HA). 


Ezt az általánosan érvényes előállítást felhasználva, az es: rezolvens matrixot 
a következőképpen írhatjuk fel: 
s B8i—] s Bk—1 


es — 5 5 ne" HMA) — Z Z reoHA(A). 


i—- 1 4—0 
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f) Állandó együtt-  ] Legyen adva egy elsőrendű homogén lineáris dif- 


KOZ ÁZNEL ESÉS ferenciálegyenlet-rendszer matrixalakban írva, a követ- 
ineáris differen- E j 
ciálegyenlet- kezőképpen : 


d 
rendszer kano- —y — Ay, 
nikus alakra dx tl jé 


traoszformálasa ahol A állandó, n-ed rendű kvadratikus matrix. 


Tegyük fel azt, hogy U az a nem szinguláris n-ed rendű kvadratikus matrix, 
mely A-t átviszi, hasonlósági transzformációval a kívánt kanonikus alakra: 


U-7TAU—K. 
Ekkor a differenciálegyenletet balról U7?-nel szorozva, így írhatjuk: 


2. (U7y) — (U-AUX(U-1y). 


Legyen most 

U-/y-z 
az új ismeretlen oszlopvektor, akkor az adott differenciálegyenlet kanonikus 
alakja a következő: 


d 
dx z — Kz. 
Ha ebből z-t meghatároztuk, az eredeti egyenlet megoldását az 
y — Uz 


összefüggés szerint nyerjük. 
I. eset: A minimálpolinomjának csupa egyszeres zérushelye van, azaz 
4(4) —(1—24)Ü— 4)... (A — 4). 
Ekkor A diagonálalakra transzformálható, vagyis 
§ K — (Ai A19s 5... A sas); 
és 
U — [ú5115 U2; . . s Usa]; 

ahol u, jelenti az A matrix összesen n darab lineárisan független sajátvektorai 
közül a 2,-hez tartozó k-adikat. A; az a sajátérték, mely az A karakterisztikus 
egyenletének a;-szeres gyöke. A 

d 

Üx z es kKz 
kanonikus alaknak megfelelő differenciálegyenlet-rendszer mindegyik differen- 
ciálegyenlete a következő alakú: 


dz; 
Z . 
dx AZ ; tá IZÉKET [B 
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A kanonikus alakra transzformálás eredménye tehát az, hogy az adott differen- 
ciálegyenlet-rendszer szétesik n darab egymástól független differenciálegyenletre. 
Az i-edik differenciálegyenlet általános megoldása: 


z(x) — vé, 


ahol y, előre megadott vagy tetszőleges állandó. (y; — z;(0).) 
A megoldásokat a következő matrixalakba foglalhatjuk össze: 


z(x) — e£: z(0), 
ahol 


ekx — (el, ex, , . ., e) 


diagonálmatrix, (A telölés egyszerűsítése kedvéért tettünk különbséget az eset- 
leg egyenlő sajátértékek között is.) 
Visszatérve az eredeti ismeretlen függvényre, írhatjuk: 


yG) — Uz(x) — (UeSU-") (Uz(0)) — efry(0). 


A rezolvens matrix tehát: 
ex — UekKT 71 


II. eset: A minimálpolinomjának van többszörös zérüshelye. Ekkor A 
JORDAN-féle normálalakra transzformálható, vagyis 


K -— ] — J.J .. 19. Jos 
KE izzesszjös 


és J;x a 4, sajátértékhez tartozó k-adik, p-ed rendű JORDAN-blokk: 
Jr —[4 1 0 ...0]; 


ahol 


0 2 1 ...0 
0 0 2 ...0 
0 0 0 ...2 


a transzformáló U matrix oszlopvektorai az A matrixhoz tartozó lineárisan 
független fővektorok. 

A kanonikus alakra való transzformáció azt jelenti, hogy a z — U"!y új 
ismeretlen oszlopvektor egyes elemeire vonatkozó differenciálegyenlet-rendszer 
szétesik annyi egymástól független differenciálegyenlet-rendszerre, mint ahány 
blokkból áll a J matrix. Így pl. a 2; sajátértékhez tartozó k-adik, p-ed rendű 
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JOBDAN-blokknak megfelel a következő differenciálegyenlet-rendszer: 


Elst, 
220 — 42? 2D 


d 
—]) —] 
gő ) — 4, 2772 a 2 


2 2p — 1, 4p. 


Ezeket a differenciálegyenleteket, az utolsóval kezdve és visszafelé haladva, 
egymás után rendre megoldhatjuk: 


zíP(x) — erezíp(0), 
26f—D(x) — eteszíf (0) -k xetszíp0), 
x? 
261 D(x) — efssztp—D(0) -- xetesztf-5(0) - 5 eeztp(0), 


ZP(x) — erszéD(0) -- xerszt2X0) 45T T eiszíp0) E ÉT Bé TE ie x4P(0). 


A megoldásoknak ezt a részét a következő matrixalakba foglalhatjuk össze: 


zx(x) — dz(0), 


ahol 
x? xprT 
JsxXx — Ax x E g4x x Ax 
e e xe 51 esx , TES TESEVTÁ ú 
0 etix xetix /.... BÉG, Aztáát ex 
(p — 2)! 
xp-5 


0 0 Kgy ásza pütk 
e kba 


e ec.. hd 


Hi 
e 
0 0 BESE ex 


DD § 4 e 


és végül 
z(x) — ePz(0), 
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ahol 
égttB V AV ET dl 
éti —— I [/ APA ASOR, érv ÍS 
8 , zik s (2; z, . 049 E]; 
továbbá 


elk — fex, el, , . ., er, 
elix — (elux, elax, , , ,, elir9, 
Ebből az eredeti ismeretlen függvényre visszatérve, írhatjuk: 
y(x) — Uz(x) — (Uer U-") (Uz(0)) — ef y(0). 


A rezolvens matrix tehát: 


ex — U er U71, 
g) Az együttható- Legyen adva egy homogén lineáris differenciál- 
matrix hasonló- egyenlet-rendszer kanonikus alakban: 
sági transzfor- 
mációja Sz 
FROBENIUS-féle EORA jú Ai 
normálalakra 


I. eset: A diagonálmatrix csupa páronként külön- 
böző sajátéttékkel: 
A SZA gs A országán 


ahol 4-5 Ap ha i-rk. 
Képezzük a sajátértékekből a következő VANDERMONDE-féle matrixot: 


V-5Íl1 E: 1 —sz 1 F 


A9—1 9871 28-71 ... 4-1 


melynek determinánsa az ún. VANDERMONDE-féle determináns: 


det (V)— // 0r— 2) 


1Si--kSn 


és ez — feltétel szerint — 0-tól különbözik, tehát V nem szinguláris, és így van 
reciproka. 
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Ha az A karakterisztikus polinomja és egyben minimálpolinomja: 
D(4) — det (E — A) — [/ ü — 2, — 
i—m]1 


— A? 3- an 1471 . . . 3- a,2? 3- al -- ag 
azaz 


an-1 — — (44 t 42 -rt ... -t 2)) 
an — Ada -t Ajdzg Tt... - Aj4n 66 o a 66 Ann aln 


dn- 3 (AA oAz -k AAA, -t- ... -- A —94An—1/n) 
ad —(—LDTA As... An 
akkor fennáll, hogy 


0 1 0 0 1 1 L -é d sz 
0 0 1 9... 0 Aj A As 99. An 
0 0 0 ... 4) AZ AS AZ ... AZ 


—fil 1 1 ...1 44 0 0 ,.. 01 
21 Az Ag cv. dn IO 4 0 ...0 
222 092 ... 22 Io 0 a...o0 


DD 4. . 
e. 
. 
e 
igék 
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Jelölje B a következő matrixot: 


B-f 0 1 0 ... 0 0 7, 
0 0 1 ... 0 


. a e. ... e hé 
. e . e... e e. 


e e. e 9... e hé 


A 0 0. sex 0 1 


akkor a fenti összefüggés röviden így írható: 


BV — VA, 
azaz 
B- VAV 1, 


Eszerint a V transzformáló matrix A-t hasonlósági transzformációval átvisz: 
B-be. Ezt a B matrixot nevezzük FROBENIus-féle normálalakúnak, 
Az adott differenciálegyenletet balról szorozzuk V-vel: 


2. (Vy) — (VAV-J(Vy). 


Ha tehát 
Vy -z, 
akkor írhatjuk: 
d 
gy zza Bz 


Az adott differenciálegyenlet-rendszer tehát transzformáció után, részleteser 
kiírva így fest: 
dz, 
dx 
dz; 
dx 


dzn 
dx 


Ha most feltesszük, hogy 


TEESSÉS EE doZ1 EN aZ 9 az d oz 3 ee dn-1Zne 


z.(x) — z(x), z(9—z(9 zal) — ZT), ... ., zn(x) — 277), 


akkor a 2(x) ismeretlen függvényre a következő n-ed rendű, állandó együtthatójú 
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homogén lineáris differenciálegyenletet írhatjuk fel: 
zAn) -- as az B 7- ... -k asz" zt az TF daz eza 0. 


Ez a differenciálegyenlet az adott differenciálegyenlet-rendszerrel ekvivalens, 
a közölt hasonlósági transzformációk révén. 


II. eset: A olyan diagonál-hipermatrix, melynek a fődiagonálisa mentén 
sorakozó blokkjai olyan JORDAN-féle normálalakú matrixok, amelyek páronként 
mind különböző sajátértékekhez tartoznak: 


A — Ja Jo: .. J5): 


) ea VT 1 0 ... 07 
0 2 1 ...0 
0 0 Az sás 0 


- 0 0 0 ... A; 
a 2,-hez tartozó a,-ed rendű JORDAN-blokk, 2, 24 ha i-ek és $a,—n. 


iz! 

Képezzünk most a A; sajátértékekből a következő módon egy az A rend- 
számával megegyező, tehát n-ed rendű kvadratikus transzformáló matrixot, 
V-t: 

Az első az, számú oszlopot 44-ből, a következő a, számú oszlopot 4.-ből, 
, s; az utolsó a, számú oszlopot 4,-ből képezzük. A A,-hez tartozó oszlopok 
sorszámozása legyen 0), l, 2, . . ., c;.1. Ekkor a A,-hez tartozó 0-adik oszlop 
elemei 


ahol 


2 — 
1, A; Av; Ah 9 4 09 Az 1 


a soron következő oszlopok elemeit pedig ezekből képezzük 4; szerinti derivá- 
lásokkal úgy, hogy a j-edik oszlop elemei az 


1/dWV 
jr (az) 


operátorral való szorzással adódnak, 
Könnyű belátni azt, hogy det (V) -- 0. Fennáll továbbá a következő össze- 
függés; 
VA — BV, 
azaz 
VAV-1— B — 
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te. 0 1 0 9... 0 . 
0 0 Té 0 


e —dy —dg s. e] 
Ez az adott A-hoz tartozó FROBENTUS-féle normálalak. A karakterisztikus és 
egyben minimálegyenlet a következő: 
det (AE — A) — det 4E — B) — 
— Ar -k an 147 4. . . 4 ad? -t a 3- a, — 
— (A) — AJ) (A — AJjs ... (A) — 495 — 0. 


Az adott differenciálegyenletet balról szorozzuk V-vel: 


2 (Vy) — (VAV-3(Vy), 


azaz, ha 
Vy — 2 
akkor 
d 
d z -— Bz. 


Az adott differenciálegyenlet-rendszer a transzformáció után most is így 
fest: 


dz4 

dx 

dz Yi 

dx 8 

dza 

dx aénénen — daezi gazsi azo ZEKE 4523 —-t]...].m— dn-1Zne 


Ha tehát feltesszük megint, hogy 
z1(x) — z(x), ze(x) — z(x), zz(x) — 22), . . s zn(x) — 2), 


akkor a z(x) ismeretlen függvényre a következő n-ed rendű, állandó együtthatójú 
homogén lineáris differenciálegyenletet írhatjuk fel: 


ZA 3 an. gzérrB 73- . . . hb asz" - alz - az — 0. 
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Ez a differenciálegyenlet az adott differenciálegyenlet-rendszerrel ekvivalens, 
a közölt hasonlósági transzformációkon át. 

Hogy a közölt transzformációhoz szükséges V matrix felírását világosabban 
értsük, tekintsük a következő példát: 


A—fa 1 0:0 0:0OT, 
0 x Li:0 0:0 
0 0 ai0 070 
0 0 08 1:0 
0 0 0:0 8:0 
0 0 0I0 09 


ahol a -- B, BP -- y, c § y. Ekkor 


V-Íi o o 
[ed 1] 0 


4 
. gy 
at 4x3  6a2 (88 4853? yi 
a5 5at 10.38: 85 588: y 


det (V) — (y — B)Xy — a)X8 — a)" -k 0, 


és 


Fennáll, hogy 


I 0 (1 0 :17fa 1 00 0:;01— 
x 1 0 (8 1iyÍJ0 a LO 0:;0 
x2 2x 1 :8 28 ;yj0 0 xi0 00 
az 32 Ba (8? 38!y][0 00/8170 
at 4c3  6a2 (84 4830 0 070 810 
-aő Bat 102885 58tiy5ÍLlo 0 0:0 0! 
—h0o 1 06 0 0 o I[iI 0 o (1 0o0;1]7— 
0 0 1 0 0 0 I 0 (8 1:9 
090 06 oO 1 0 0 x2 2x 1 i68B22BI9? 
0 0 0 0 1 0 [/o3392 3a i 83382 98 
0 09 0 0 01 xt 408 6a2 ! 84 483; yi 
—da, —a; —a, —ag —a, —ak [[ c? 5at 1098 ! 85 588 y5 
—Íx 1 0 :8 1 :y]. 
aZ 2x 1 :B2 2892 
ax 3? 39 : B 382 : y? 
at 4x3 6a2 : Bt 483! yi 
xő 5et 1093 : 85 584! yő 
xS 6a5 1504 ; 88 665 : 5 


16 Közönséges differenciálegyenletek — 44231/VII."t 
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A karakterisztikus (és egyben minimál-) egyenlet a következő; 
det (AE — A) — det (4E — B) — 
— 18 4 ak45 -k aját - az? 3 a? 3 aA - a, — 
— (4 — a)s(a — B) — 9) — 0. 


III. cset: A olyan diagonál-hipermatrix, melynek a fődiagonálisa mentén 
sorakozó biokkjai olyan JoRDpaw-féle normálalakú matrixok, amelyek között 
vannak olyanok, amelyek azonos sajátértékekhez tartoznak: 


e. Ji J. ...3 ) AA 
J; — (Jn Jo: ss 99 ir) 


ahol 


és 
Jx—[2 1 0 ... 01. 

0 2 1 .. 
0 0 2 ... 0 


Ez esetben a 
VA — BV, 


azaz a 
VAV-!-B 


összefüggésben szereplő transzformáló V matrixot is, meg a FROBENIuUSs-féle 
B normálmatrixot is tekintsük A-val azonos rendű és teljesen azonos módon 
particionált diagonál-hipermatrixoknak : 


V EV Voga ság Vo; 


ahol 
V;, — Vi1 Vio. ss Vir) 
és 
Vix kere j 0 0 ea. 0 ; . 
4, 1 0 ss Ő 
A? 24; 1 : 0 


e e 960.. e 
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továbbá 

B (B. Bs... B; 
ahol 
, B; — (Bi; Bi; . . s Br) 
és 


Brzl 0 1 o ... o JJ. 
0 0 1 ... 0 
0 0 0 


e e hé 9... 9... 


e 
hé 
4 
há 
. 
e 


. e. 


0 1 2 —(P—1 
.—dp —dp —a ... GÚk , 


Az adott differenciálegyenletet balról szorozzuk V-vel: 


2. (Vy) — (VAV-1(Vy), 


azaz ha megint 


Vy—-z, 
akkor 
d 
327 Bz 


Most az adott differenciálegyenlet-rendszer a transzformáció után szét- 
esik egymástól független differenciálegyenlet-rendszerek csoportjára. Így az 
i-edik sajátérték k-adik blokkjának megfelelő csoport a következőképpen fest: 


a 4 dl All E A All dl dl db, döl ll HE ől Ek dl lk E EK HK EEK AK AE EK EE E E E EK EE E 


dz ik — — a 2 
D) z — 


és ez a csoport ekvivalens a megadott hasonlósági transzformációkon keresztül 
a következő p-ed rendű díifferenciálegyenlettel : 


24) -k alk Dzt DF 2 alPzk 4 aZ — 0. 


Megjegyzés: — Ha az adott differenciálegyenlet-rendszerben az ismeretlen 
függvények sorszámozását alkalmasan megváltoztatjuk úgy, hogy A-ban külön- 


16" 
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böző sajátértékekhez tartozó JoRDAwN-blokkok kerüljenek közvetlenül egymás 
után, akkor ezeket egy blokkba tömörítve és a II. esetben bemutatott eljáráshoz 
hasonlóan, magasabb rendszámú FgoBxwius-féle normálajakú blokkokból álló 
diagonál-hipermatrixra lehet A-t transzformálni. 


h) Példák, 1. Oldjuk meg a 
feladatok 

d 

eri — V2 Tt Vz 
d 

e — yi Tt Y3 
d 

e — yi Tt Ja 

X 


differenciálegyenlet-rendszert. 
Matrixos alakban írva: 


y.]— [0 1 1ryj, 
jú yo! É 0 1íÍiye 
3! 1 1 OÍ([yz 
azaz 
d 
det Ay, 
ahol 
y-Tfy és A—rO Il IT. 
ya 1 0 1 
V3 l 1 0 


Az együtthatók A matrixa valós, szimmetrikus matrix, ezért a minimálpoli- 
nomjának biztosan csak egyszeres 0-helyei vannak, és így hasonlósági transzfor- 
mációval diagonálalakra transzformálható. 

Az A matrix karakterisztikus polinomját, a 

D(4) — det 4E — A) — 2? -- a2? 7 a;4 Tt a, 


polinomot, akár a karakterisztikus matrix determinánsának, a 


[1 2—1—1! 
zt 4sd 
szt zék 9 


determinánsnak a kifejtésével, akár az ún. FAGYRJEV-féle eljárással határoz- 
hatjuk meg. Ez utóbbi eljárásnak ugyan a mi példánkban (A rendszáma csak 
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három) nem látszik előnye (az igazi előny csak magasabb rendszámú esetben és 
digitális elektronikus számológép alkalmazásakor nyilvánvaló), mégis gyakorlásul 
ezt mutatjuk be. Képezzük az A,, A. , Az, illetve B, , B. , B, matrixok sorozatát 
az alábbi módon: 

A zni A, terei É 


a. 7-0 


j ee 
mi DD fen 
D E ke 


;  Sp(A.) — 0 — —a9; 


1 2 I e l —1 1 
a, — —3 ; 

hi 2 FISET SZÉKEK 1 l —1 

0 2 0] 9-2 

0 0 2 KESZEN 


Tehát D(4) —42—31—2—(2-1)?(1— 92) A sajátértékek tehát: 
4, — —1 és ez a karakterisztikus polinom kétszeres 0-helye; 42 — 2 és ez egy- 
szeres 0-hely. 

Bár a szimmetria miatt nyilvánvaló, hogy a minimálpolinom 0-helyei 
mind egyszeresek, mégis gyakorlásképpen határozzuk meg a minimálpolinomot 
úgy, hogy D(2)-t osztjuk az adj (E — A) — B(2) matrix valamennyi elemének 
legnagyobb közös osztójával, O(4)-val. Felhasználjuk azt a tételt, hogy minden 
pl. kétváltozós skalárazonosság érvényben marad matrixok körében is, ha a 
skalárok helyére szorzás szempontjából felcserélhető matrixokat helyettesítünk, 
Így a 

DG) — D(w) — F(A, u) " (A — 4) 
azonosságból 4 helyére AE-t és u helyére A-t írva, nyerjük a 
D(E) — D(A) — F(XE, A) : (AE — A). 
azaz D(AE) — DE és D(A)—0O miatt a 
DO)E — F(E, A) (1E — A) 
összefüggést, ahol 


F(AE, A) — B(A) — adj (24E — A). 
A mi esetünkben: 


FG) Szmt 42 — 3), 
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azaz 
B(1) — A? 3- 2A -3- (4? — 3jE — 


—[2 1 1]1-3-24fo 1 113 (42— 31 0 01— 
1 2 1 ho 0 1 0 
1 1 2 1 1 0 0 0 1 


—[142—12 4420 4 4£5D)]—46420[4—D 1 1 ill A 
(A -1) 042?—1) (4 3-1) l (4-1 1 
2 4121 Ü 3-1) (42—1 1 1  (4—1) 
B(4) valamennyi elemének legnagyobb közös osztója: 
9(4) — 471, 
így a minimálpolinom: 
D() 


419 —ggy74t104—9—1—14— 2. 


(Közbevetőleg megjegyezzük azt, hogy a 
DÜJE — B()) : VE — A) — (4E — A) ": BŐ) 
azonosság mindkét oldalát O(2)-val osztva, nyerjük, hogy 
(AE — A) : C(1) — 40E, 


ahol 
BU)  adj4E — A) 
e gY OM 
az ún. redukált adjungáltja a karakterisztikus matrixnak. A mi esetünkben: 
C4)—Í14ü—1 1 1 
bt megy d 
1 1 (4 — 1) 


A C(4) redukált adjungált isrnerete azért előnyös, mert ha a 
(AE — A)C(1) — 40)E 


egyenletben A helyére valamelyik sajátértéket, pl. 2,-t írjuk, akkor 4(1,) —0 


miatt a 
(AE — AJCGA) — 0 


egyenletet nyerjük. Innen látszik, hogy C(2,) oszlopvektorai (ezek között bizto- 
san van olyan, amely nem 0 vektor) a 4,-hez tartozó jobb oldali sajátvektorai 


A-nak. Ha viszont 4,-t helyettesítünk a 
CAGE — A) — 4(4)E 
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egyenletbe, akkor a 
C(3)(4/E — A) — 0 


összefüggésből kiólvashatóan C(A,) sorvektorai bal oldali sajátvektorok. Ha tehát 
C(A,)-t minimális számú diádok összegére bontjuk, akkor e diádok oszlopvektorai 
A,-hez tartozó lineárisan független jobb oldali sajátvektorok és a sorvektorok 
lineárisan független bal oldali sajátvektorok lesznek.) 

Állítsuk elő először a sajátértékekhez tartozó LAGRANGE-féle interpoláló 
alappolinomokat: 
4,-nek megfelel az: 


L0)--—z7-—zü— 2), 
4.-nek pedig az 
AI 1 
L(2) -5i -5ü t 1) 
alappolinom. Ezekkel lesz: 
L(A)——(A— 2E)—-[ 2 —1 —1]1— 
—1 2 —1 
—1 —1l 2 


L(A)—3(AHE)—zfI 1 11—-[T F z 5] 
Il l 1 1 
1 1 1 
Eszerint a jobb oldali sajátvektorokból alkotható transzformáló matrix: 


U — [u ús; uz] — —2 1 l , 
1 0 1 
1 —1 1 


és a bal oldali sajátvektorokból alkotható: 


1 2 1 
U VI 3 3 3 4. 
v2 0 1-1 
va: I I 1 
3 3 3 
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Ellenőrzésül szolgál, hogy 


U-1U—fívrllu, u, u]—Íviíuj víu,; viíusz]i— 
v3 V2Uj VÍU2 VÍUg3 
v3 v3uj V3ú2 V3ug3 
1..2k. 08. ET § új § 
si kzazzálteasi szált Ssgszazádérezi 2 sei ET § 
a 5 5 1 1 l 0 0 E 
0 l —1 1 0 1 0 1 0 
1 1 1 
néz as 2 l —1 1 0 1 
9 5 3. 1 si 


(Megjegyzendő, hogy ugyanerre az eredményre jutunk, ha a redukált adjungált 
matrixszal operálunk: 


C(4,) — C(—1—[—2 1 1]— 
1 —2 1 
l l —2. 
—][—2Í111—2 1]-- LÍT0 —3  3]— uj(kivi) — ulkov?); 
l 0 
1 —1 
C4)—C0D)—Ti 1 11—TIJTI 1 1] — us(ksvi). 
1 kk d l 
1 l I 1 
Mivel viu, — 1 keli hogy legyen, azért 
k, — k víuji — [1 2 1] —2 — — 3, 
1 
ji 
Ko eszás kov$us zzz [0 —3 3] 1 —- — 3, 
0 
—1 
ks esze kavi tsz - [1 1 1] I [sz 3 
1 
l 
tehát ha 
u, — 2 $ Us — 1 , U. — 1 , 
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akkor 


az előző eredményekkel egyezően. , 


oO 69] e 


CO] Het 


2 1 
3 3][7 
Hiesz 
1 1 
8 3 


A differenciálegyenlet-renászerünk megoldása tehát: 


y(x) — esy(0), 


azaz 
(ej —-[-2 i ille o oll 
yo (x) l 0 IÍÍ0O0 e:0 
ya(x) 1-1 I1ÍjOo0 0 et 


L 
8 
0 
1 
3 


vagy ha rövidség kedvéért bevezetjük a következő jelöléseket: 


IE OO 0] kH 
GO] es ha WIDD 


akkor végeredményben: 


ya(x) 4ossl 


azaz 


yi(x) — (—2c, 4 c Je -- cse, 


yi(x)—I—2 1 
4 1 0 


y(091—la 
vs (0) Co 
93(0) Cg 


yo(x) — cser" 4 cse, 


y3(x) — (cs — co)Je" - cse. 
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Az A matrixot hasonlósági transzformációval diagonálalakra transzformáló 


U matrix ismeretében így is eljárhattunk volna: 


Legyen 


K — (—1, —1, 2) — U-1AU, 
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azaz 
fű li 1 sZ j He E 
—1 0 0]j—[—- 35—7][]0 1 1[]-2 1 1], 
0 —1 0 0 1—1 ] 0 1 1 0 hi 
1 1 1 
0 0 2 3 3 3 1 Il 0 ll —1 1 
akkor a 


22 (U-y) — (U-AUJ(U-1y) 
egyenlet szerint az adott differenciálegyenlet-rendszer a 


d 
dxz 7 Éz 


kanonikus alakba megy át, ahol 


azaz 


ahonnan rögtön adódik: 
z1(x) — e"zi(0) — cse, 


za(x) — e7szo(0) — cse, 
za(x) — esz (0) — cser. 


Ezt matrixosan így írhatjuk: 


z(xi—m—ler 0 O0jÍ[[ci, 
ja 0 e 0 je] 
z(x) 0 0 e£xÍ[ce 


és végül y — Uz miatt: 


yi(x)1— [2 l lIljfer 0 OT[cIiT. 
y2(x) l 0 1 0 e , c. 


y3(x) 1l —1 1 0 0 ex Cs 
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Átírhatjuk az adott differenciálegyenlet-rendszert úgy is, hogy az együtt- 
hatómatrix FROBEwx1us-féle normálalakú legyen. Bevezetve a sajátértékekből 
képezett V transzformáló matrixot: 


amelynek reciproka: 


99] Bs GO] per 


a következő FROBENIUS-féle normálalakra jutunk: 


F — VKV-1—[1: 0 0]jJ—IL; 0 Ol[Li; 0  0]j— 
; 2 1 
0 ; l 1 01 0 Krú . 5s 
: ; 11 1 
0 ; 1 2 0 0 2 0 ; 3 Z 
-[J—1:;0 0]. 
60. a 
0:2 1 
Tehát, ha a i 
d 
az 7 Kz 


egyenletet halról V-vel szorozzuk, lesz: 


2. (Vz) — (VKV-I(V2), 


Vz her t — ty 
tg 
ts 


azaz a 


jelöléssel: 
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azaz részletesen kiírva: 


d 3 

der jz éj 
[99 0:0 1lí[t 
tg 0.12 1]ÍLt 

illetve 

dt 
dx hi 
dt, dt, 


dx At gy tatai 


és ha itt bevezetjük a ts — t; jelölést, akkor látható, hogy az adott differenciál- 
egyenlet-rendszer a következő két független differenciálegyenletből álló rend- 
szerrel ekvivalens: 

t; s Lá SE 0, 


t; — t; — 2t, — 0. 
Az elsőből 

t1(x) — cet 
a másodikból pedig 

t,(x) — ce" h- cse, 


A transzformációkat visszafelé végigvezetve természetesen a korábbi eredmé- 
nyekkel azonosakra jutunk: 


t—-rt1- ce zs e-t 0 0 ciT; 
to Cs e" 3] egek 0! ez ez Co 
[3 —c, e" Tt 2cse 0 ; —erx 2e"Iics 
ahonnan 
z- V-t, 


—j-—-2 1 11j1: 0 0 e77 ; TENNÉK. 0 0 Ci 1 
2 1 ; 
L GSZSÁTSESS En ! —x 2x 
1 0 1I1lÍ/0 875 0 e e Co 
"1 1 : 
mező b ése 0 Mp xX 2 2x 
1 —1 jő 0 8 3 e e Cs 
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2, Oldjuk meg a 


d 
- 391 — Yo. — 2y3: 


4x — —8y) -t- 6, -- 10ys, 


dx — 5yy — 392 — 5vz 


homogén lineáris differenciálegyenlet-rendszert. 
Matrixosan írva a differenciálegyenlet-rendszert, lesz: 


d 
Űz 4 4 0 aa 3 —1 —21fyi] . 
ya —8 6 IOÍ[[y 
Y3 9 —3 —ő[[9y3 


Az együtthatók matrixa: 


A — 3 —1]l —2] , 
—8 6 10 
5 —3 —5 


A D(2) — det (AE — A) karakterisztikus polinomot FAGYEJEV módszerével 


állítjuk elő. A 
D() — A 1- a 4? 3- a 9 a, 
polinom együtthatói a következőképpen adódnak: 


41—A—] 3—1 —2]; Sp(A) — 4— —ags; 
—8 6 10 da kk — 4, 
5 —3 —ő 


—8 2 10 
5 —3 —9 
A, — AB, — [/5 l 21;  Sp(A.,) — — 10 — —2a); 
10 —10 —14 dB, 
—6 4 9) 


Jl0 —5 —14 


6 4 10 


0 Of; — Sp(Ag — 6 — —3a9; — B; — A; -t ajE — 0. 
2 0 a, — —2. 
0 2 
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Tehát a karakterisztikus egyenlet: 
D(4) — 2? — 442? 351—2—(1—1?0—2 — 0, 


azaz A, — 1 és ez kétszeres gyök, 4. — 2 pedig egyszeres gyök. 
Mivel 


FE 0— 9-b 42— 415 5), 


azért B(1) — adj (AE — A) — A2 - (A — 4)A 3 (4? — 44 3- 5JE — 


—T 7 —3 —6134-(4—4)f83 —1 —213-(42— 44-3-5)T1 0 01— 
—22 14 26 8 6 10 0 10 
0 0 1 


l4 —8 —15 5.zd 2 
—-[fT 42—4 MESE, a I —24342 1. 
—84 34-10 2273-24—5  104— 14 
54 — 6 —8341--4  22—92-7-10 


B(2) nem mindegyik eleme osztható maradék nélkül (A — 1)-gyel, ezért a karak- 
terisztikus polinom egyben a minimálpolinom is. 
Eszerint A hasonlósági transzformációval nem diagonalizálható, viszont 
JoRDpaN-féle normálalakra hozható. A transzformáló matrix: 
U — [15 u2; üz]. 
U1-et az 
(A — 4 E)du, — 0 


homogén lineáris egyenletrendszer határozza meg. Mive! 


4 —2E—A—E-—-[T 2 —1-—2]—-I 1 0o7[2 —1 —2], 
—-8 5 10 —5 2111 0 0 
5. 228 éső 5.a 
azért u, — xi! koordinátáit a 
Bi 


Vi 
224 — Bi — 27170 


az 0 


egyenletrendszer határozza meg, ahonnan 


új — 0 [. 
2 
—1 


u-t az 
(A — 4 E)u, — uj 


h) PÉLDÁK, FELADATOK 255 


inhomogén lineáris egyenletrendszer határozza meg, azaz ha x,, Bo, ya jelölik 
us elemeit, akkor 


! 2 —1 —2 a a banni 0 . 
—-8 5 10Í18. 2 


A jobb oldalon álló oszlopvektorral bővített együtthatómatrix így írható 
szorzatalakban : 


" 2—1—-2: 0]-[fT 1 0o][2—1—2!0], 
—-8 5 10; 2 —5 2]l1 0 0:1 
5 —8 —6: —1 3 —1 
ezért 
202 — B2— 27. — 0, 
c. —-— l, 
ahonnan pl. x, — 1, B. — —4, ya — 3, azaz 
Uz — 1 . 
—4 
3 


Végül u,-t meghatározza az 
(A — 4 E)u, — 0, 
azaz a 
1 —1 —21[a5]—0 
—8 4 101168; 
5 —3 —T]L7z. 


homogén lineáris egyenletrendszer, Mivel 


1 —1 —21—TfT 1 OT[1 —1 —2], 
—8 4 10 sz F 2 A 
5 —3 —7 5 1 
azért 
cz — B3— 2y3— 0 
283 t- 375 — 0, 
ahonnan 
ös: berysel?:—352 
azaz 
uz — 1í. 
—3 
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A meghatározás szérint 


A[fus; uz, uz] — [24115 Ata -- uz, 22] — [u Uz "e 


DO 
902 [ed 

ha 
DO OO 
(eszzészáásetáál 
hd 


azaz 
AU — UJ, 


ahol A JoRDAwN-féle normálalakja;: 


Mivel pedig U reciproka 


U-1-f 1 1 IT, 
—1 1 2 
DEN TE 


azért az A — UJU-! összefüggés részletesen kiírva így fest: 


3 —1 —2]—-hr 0 1 IJfL L:0 1 1 17. 
- 6 10 8 a csi 0 1 9[- 1 : 
5 3 5 -1 3 2Í[0 0:2 9:szi ső 


Ezért az adott differenciálegyenlet-rendszerhez tartozó rezolvens matrix : 


eAx — 0 1 Ili1re xe 3 0 1 Il Ji, 
2 —4 cs] . ex I 0 -—e] I d 
—-1 3 2]I0 o :e 2 —1 —2 


Végeredményben a differenciálegyenlet-rendszernek az a megoidása, mely az 
y1(0) — c, yo(0) — co, y3(0) — cs kezdeti feltételeknek tesz eleget: 


y(91—-r 0 l I]jjre xe: 0 1 1l Ij][c1. 
bo 2. az cs] D..9) —1i1 1 2 ti 
ya(x) —-1 3 2]L0 0 :ez 2 —1 —2]ÍLcs 


A szorzásokat elvégezve, végül 
yi(x) — (—ci 1 ce Tt 2egjer - (2cy — ce — 2csje?, 
yo(x) — (6c, — 269, — 6cejes 4 (—2c4 -k 2c9 -k 4cs)xer -t- (—6c) -t- 3c9 -- Bee, 
y3(x) — (—4cs 1 2c, h 5cje -k (cz — Ce — 2c9)xer 4 (4cy — 2c, — 4csje?. 
Ha c, , €2 és cs tetszőleges állandók, akkor a 
ci tco-tcs — 4, 
—ci t Ca t 2cs—B, 
2C, — Cs — 2cz 
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rövidebb jelölésekkel az általános megoldás: 
yi(x) — Be: -- Ces, 
yo(x) — (2A — 4B)e 3- 2Bxe: — $Ce:, 
y:(x) — (—4A t 3Bje — Bxe: -- 2Ce2, 
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Természetesen ugyanerre az eredményre jutunk, ha a rezolvens matrix 
előállítására nem a JORDAN-féle normálalakra transzformálást, hanem HERMITE- 
féle interpoláló polinomokat használunk fel. Figyelembe véve azt, hogy 4, — 1 
a minimálpolinomnak kétszeres 0-helye és 4, — 2 egyszeres 0-hely, írhatjuk, 


hogy 


eAx — etxH (A) -- xeéeH. (A) 4 érHo(A), 


ahol a H.(A) HERmrrE-féle interpoláló polinomokat a következő feltételi 


egyenletek határozzák meg: 
H.(—1, H4(I)—0, H,(I —0, 
H.(a)—o Hh(I)—L H4(1-—o0, 
H.(2)— 0,  Hu(2—0,  H(2) — 1. 


E feltételek szerint 
H,() teni 4? -- 2A, 


H,() ei — 4? -k 34 BZ 2, 


Ezekkel lesz: 
H, (A) — —A? 7 2A, 


H, (A) Em — A? J- 3A mé. 2E, 
Ho(A) — A2—2A E, 


H (A) —Íf—1 1 21; 
- 6 —2 -s] 


—4 2 5 
H, (A) — 0 0 0 s 
2 2 4 
l] —1I —2 
—-6 3 6 
4 2 —4 


17 Közönséges differenciálegyenletek — 44 231/VII."s 
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Így tehát a rezolvens matrix: 


ex—ef—-1 1 2]d3xe 
6 —2 —6 
—4 2 5 


Felhasználva az 


0 0 oOlj-ezfrf 2 —1 —21. 
—2 2 4 —6 3 6 
1 —1 —2 4 —2 —4 


A — ÚJU-", 


U-:AU — J 


összefüggést és a differenciálegyenlet-rendszert balról U7-1-nel szorozva, ezt 
nyerjük: 


2 (U-y) — (U-AU(U-1y), 


U-7y-z-Iz 
Z2 
28 


azaz bevezetve az 
oszlopvektort: 


ke Z1 e 1 1 ! 0 21 . 
; e 2.12] je] 
Zs 0 0 I 2ÍLzz 


Az adott differenciálegyenlet-rendszer tehát a következő kanonikus alakra 
transzformálható: 


dz i 

dx Bs 
d2 

me aga 225 

dzs 

—— 22 e 

dx 8 


Ebből 
z.(x) — Ae 1- Bxe, 


z.(x) — Be, 
z.(x) — Ce, 
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FROBENIUS-féle normálalakra, a 
azaz 


1 0; fil 1107—-[f0 1 O7ril 0;1 
j 1 2]. all . 0 "Í[ 1: 21 
1 2:allo 012 2 —5 4lli 2:4 


összefüggésnek megfelelően. Tehát a 


V2z—wa-Íw, 
Wo 
.W3 


új ismetetlen bevezetésével írható: 


dwi gi 

dx il 

dw, 

des 

dw 

de tni 2w, e. 9W.a -k 4ws . 


Ha tehát 
wy, — w(x), w2.— w(x) wz — w"(x), 


akkor az adott differenciálegyenlet-rendszerrel ekvivalens 
w" — 2w — 5w -t- 4w", 


17 
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azaz 
w"" 4w" 3 5w — 2w—0 


harmadrendű, homogén lineáris differenciálegyenletre jutunk, amelynek az álta- 
lános megoldása: 
w(x) — ker 4 koxe: 4- kex, 


Ebből, a megfelelő inverz transzformációk útján visszajutunk a korábban már 
más úton nyert végeredményhez, 


3. Oldjuk meg a 


cs yi — 4 1l1 0 OTTy 
ye —8$ 1 1 IÍ[]j9ye 
3 0 0 4 Ijí[y 
sZ 1 0—3 Oj[Í[y 
differenciálegyenlet-rendszert az 
y(0) — fyi(091— [1 
yo(0) 0 
ys(0) j 
y.(0) 0 
kezdeti feltétel mellett. 
Az együtthatók matrixa: 
A — 4 1 0 0 
3 hl hl I 
0 0 4 I 
1 0-3 0 


A karakterisztikus polinom: 
D(4) — det (2E — A) — 2" -- a. -4- a 4? - a d -- az. 
Az együtthatók meghatározására alkalmazzuk FAGYEJEV eljárását. 


A, — A — 4 1 0 Ol; Sp(A)—95— —as; 
—38 1 1 1 az — —9. 
0 0 4 1 
1 0-3 0 
B. — A ,ttaE—[f-—-5 1 0 O0j[; 
—83 —8 I 1 
0 0-5 I 
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A, — AB. —[—23 —4 1 11];  Sp(A,) — —60 — —2as; 
19 sil szi esi a, — 30. 


A, — AB. — 41 3 —3 —31;  Sp(A,) — 132 — —3a,; 
—12 32 12 12 a, — —44. 


B.—A3-aE— l —3 3 —3 —3]; 

—12 —12 12 12 

szt úti 4 

4 —4 —20 —28 

:h-84 0 — 0 OT;  Sp(A.)— —96 — —4ay; 
9—24 0 0 a, — 24. 


tterssztikuss egyenlet: 


sz 44 — 945 -. 3042 — 44) 3- 24 — (4 — DA — 3) — 0, 


kek: 
4, — 2 (háromszoros), 
4, — ö (egyszeres). 
z A, rt: 2. Ekkor 
A—2.Ezagfi 2 1 o 01—fT 2 1 OJÍI 06—3-—2], 
—3—-1l1 1 1 —3 —1 —IIIO0 1 6 4 
0 0 2 1 0 0 LÍJO 0 2 1 
l 0 —3 —2 1 0 0 


HASA Be ásiső, 
tehát 4,-hez csak egy sajátvektor tartozik. A bázisfaktorizáció alapján az 
(A — 4 Eju,— 0 
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egyenletnek megfelelő 


0 1 6 a4l[j8 
0 0 2 IÍ[y 
Öö 
redukált egyenletrendszerből: 
Kepes Fi 
Bi — 291 
V1—-— Yi 
01 — —2ya 


ahonnan (y, — 1 választása mellett) a 4,-hez tartozó sajátvektor, azaz az első 
fővektor pl. a következő: 


Az uz második fővektort az 
(A — 4 E)u, — u, 


inhomogén lineáris egyenletrendszer határozza meg. Az együtthatómatrixot 
bővítve az u, oszlopvektorral, nyerjük a következőt: 


2 1 0 0:—-11j—[f 2 1 OJfLI 06—3-—2!—2], 

—8-1 1 Il: 2 —3 —1 —1Í10 1 6 4! 3 
0 0 2 L: 1 0 o 1jIo o 2 Li 1 
l 0 —3-—2: —2 1 0 0 


azaz a rangszám ismét 4 — 1 — 3, tehát ebből az egyenletrendszerből ismét 
csak egy fővektört, u.-t határozhatjuk meg. A redukált egyenletrendszer: 


1 0 —3 —2Í[a.1—1—2I, 
0 1 6 411bBo 3 
0 0 2 IlÍí[9y 1 
Őz 
ahonnan 

Ko — Va 

B. — —1— 2ye, 

V2— Vo 
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tehát (y, — 0 választása mellett) a 4,-hez tartozó második fővektor pl, a követ- 
kező: 


Az us fővektort az 
(A — 2 E)u, — uz, 


azaz 
2 1 0 0 Xg — 0 
sz8-ozb 4 Aáli6. za 
0 0 2 IÍ[9ye 0 
1 0 —3 —2ÍLöő, Ti 


inhomogén lineáris egyenletrendszer határozza meg. Az együtthatómatrixot 
bővítve az us oszlopvektorral, nyerjük a következőt: 


2 1 0 oil 01—Xf 2 1 OJILI 06—3-—2: II, 
—3-—1 I 1iÍ—I zá sa 1] l 6 11 -a] 
0 0 2 Lio0 0 o 1Íl0o o 2 L: 0 

1 0 —3—2i 1 1 0 0 


azaz a rangszám ismét 4 — 1 — 3, tehát ebből az egyenletrendszerből ismét csak 
egy fővektort, us-at határozhatjuk meg. A redukált egyenletrendszer: 


ll 0 —3 —2íÍ[a,i1—i li, 
0 1 6 A4Í(iB; —2 
0 0 2 IlÍ[f9ys 0 


Oz 
ahonnan 
as — 1 — ys, 
B; — —2 -- 2V35 
VY3— V3 
ö3— —2yz; 


tehát (ys — 0 választása mellett) a A.-hez tartozó harmadik fővektor pl. a követ- 
kező: 
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Hogy 4,-hez több fővektor nem tartozhat, az belátható abból, hogy az 
(A — 2. E)u, — uz 


egyenletrendszernek nincs megoldása. (A — 2 E rangszáma növekszik, ha bővít- 
jük az us oszlopvektorral.) 
A 4, — 3 sajátértékhez tartozik az 


(A — 4.E)ju, — 0 
egyenletrendszer. Ennél; 
A—2E—f 1 1 0 0j—-f 1 0 oljií 100 
—3—2 1 1 —3 ll 0f(I0O0 111 
0 0 1 1 OO 0 Li 0 0 1 1 
ll 0 —3 —3 l 1 —4 


Öö, 
ahonnan 
4 e 0, 
B, —- 0, 
Va — Va 
Öö, — — Va: 


tehát (y, — 1 választása mellett) a 42-höz tartozó sajátvektor, azaz a transzfor- 
mációhoz tartozó negyedik fővektor: 


U4, — 0 e 


ség! 
A fővektorokat meghatározó egyenletek a következők voltak: 
Au, — Aus 
Aus — Aus t- us, 
Aus; — Aus; -t 2, 


Au, Sz Aus. 
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Ezeket összefoglalhatjuk a következőképpen: 


AU — A [u 2; U23; u] izgi [2u U 1 - 219 Us - 2ú 3; 344] - 


— [11 uo. uzs u] f2 1 0: 07— 0, 
0 2 1:0 
0 0 20 
0 0 0;3 
disás 
A — UJU-t 
és mivel 
U7T1—f-1 0 1 0Í1—[—-—2 -—ai  —i —ii, 
2 —1 —2 0 —2-1 0 0 
1 0 0 1 —1 —1 —1 —1 
—2 ll 0 -—-Il 2 l1 2 1 
azért a differenciálegyenlet-rendszer rezolvens matrixa: 
regi özáöli 
ex—-j-G1 0 1 OTfex xex :0 —2 —1 —1 —11— 
2 —1—2 Ol[]0o ez xez :0 [/-2-1 0 0 
1 0 0 IÍ[]J0 0 ex ;0 [j—1—1—1—I 


zazdő úg 1 0 0 OT 3 xer 2 1 0 0]-- 
09 1 0 0 —3-—-1] l 1 
2 —1-—-—1]-I —2-1l1 0 0 
2 Il 2 2 3 l —1 —1 


2 
FZeT 1 1 1 Műá§Ref ooo o 
ü 0 0 


—2 —2 —2 —2 0 
—-1l —1 —1 —I1 2 1 2 li 
2 2 2 2 —2 —l —27—I1 


ahonnan az adott kezdeti feltételnek megfelelő megoldás: 


y(x) — eéry(0) —ezTrT 11 3-xezf 2]-4-xtegr 113-exF 01, 
0 —-2 —2 0 
—3 —-2 —1 4 
4 2 i 2 —4 
azaz 

yi(x) — ez 3- 2xe2 3- x2ez, 

V.(x) — —2xex — 2x2e2x, 

y3(x) — —3e2 — 2xex — x8exx 3. 4e3x, 


ya(x) — 4e2x -3- 2e2x 3- 2x?e2x —. 4e5x, 
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Ugyanerre az eredményre jutunk, ha HERMITE-féle interpolációs polino- 
mokkal fejezzük ki az A matrixhoz tartozó e: rezolvens matrixot: 


esz — ex H,(A) -- xezH,1(A) -- x?ex Ho (A) -- erHo(A), 
ahol az egyes HERMITE-féle polinomok az alábbi feltételekből adódnak: 
Ho (2) — 1, H,.(2, — 0, H.o(2) — 0, H, (2) — 6, 
H;:.(2) - 0, H(2) — I], 12(2) - 0, H (2) — 0, 
H.(2)-o0, Ha 7-0  HI(2)—L  HX(2-—-o0, 
H.o(3) — 0, H.(3) — 0, H,o(3) — 0, H, (3) — 1. 
Innen, a számítások részletezése nélkül, a következőt kapjuk: 
H,(x) — —x? 3- 6x? — 12x 3-9, 
H.1(x) — —x? -3- 6x2? — 11x 7 6, 


H.o(x) — 5 (— x? -b 7x? — 16x -t- 12), 


H.e(x) — x? — 6x? 4- 12x — 8. 
Tehát figyelembe véve azt, hogy 


A2?-f 133 5 1 1] és A3—[ 38 18 6 61 , 
—]4 —2 2 2 —48 —16 0 0 
1 0 13 4 8 1 40 13 
4 1 —12 —3 10 5 —38 —1I1 
azért 

H, (A) — —A? 73- 6A" — 12A 3- 9E — l 0 0 0], 

09 1 0 0 

2 1 2 2 
H. (A) — —A? 3- 6A? — IIA -- 6E — 2 1 0 0], 

—3 —1 l 1 

—2-1 0 0 

3 1 —1 


—1l —1] —1 —I1 
2 2 2 2 


e] 0 0 0 1) 


H, (A) — 5 (—At 3 7A2— 16A412EJ—[ 1 1 1 IT, 
1—2 —2 —2 —2 
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Állítsuk most elő a megoldást úgy, hogy a differenciálegyenlet-rendszert 
transzformáljuk kanonikus alakra. Balról szorozva U71-nel, lesz: 


27 (U-y) — (U-AUJ(U-1y), 


ahonnan az U AU — J összefüggés figyelembevételével és az 


U-7Jy-z-Íiz 


jelölés bevezetésével nyerjük a következő differenciálegyenlet-rendszert: 


-E 21 2 1 0 0 6 
Z9 0 2 1 OÍ[Íz, 
Z 3 0 0 2 O[ÍZzz 
Z, 0 0 0 3ÍLz, 


Az adott kezdeti feltételeknek most megfelel a következő: 


z(0) — U-!y(o) — fT—2 —1 —1 —IL1[11—f—31. 
—2—1 0 Oj[]o —2 
at zése sti —2 
2 1 2 1i1j[o 4 


A kanonikus alakra transzformált differenciálegyenlet-rendszer, kezdeti felté- 
teleknek megfelelő megoldása: 


z.(x) — — 3e? — 2xe? — xfer, 
z.(x) — — 2e? — 2xez, 
z 3(x) TESZT 2e?X, 


24(x) — 4ex, 


vagy matrixosan írva: 
1 292x 
ex xex E 


z(x) — ab] Ez 


z.(Xx) 0 e? xex 0 —2 
769 E 0 ex 0 ]j[]j—2 


z ,(x) 0 0 0 ex 4 


Ebből az y — Uz összefüggés szerint a már korábban kapott eredményre jutunk 
vissza. 
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A differenciálegyenlet-rendszer kanonikus alakjának ismeretében előállít- 
hatjuk az együtthatómatrix FROBENIUs-féle normálalakját is. Ha ugyanis beve- 
zetjük a következő transzformáló rxaatrixot: 


V-fi 0 0; IT, 
2 1 0: 3 
4 4 l: 9 
8 12 6!27 
akkor. 
d 
Jx (V2) — (VIV) (V2), 
ahol 
V]JV- — F — 0 1 0 o]. 
0 0 1 0 
0 0 0 1 
—24 44 —30 9 
(Ellenőrzésül szolgál, hogy VJ — FV, azaz: 
1 0 0 1 2 l1 0 01 -— 0 i 0 Of Il 0 0 Lis 
2 l] 0 3 0 2 1l 0 0 0 l 0112 1] 0 3 
4 4 1 9 0 0 2 0 0 0 0 1144 4 I 9 
8 12 6 27160 0 0 3 —24 44 —30 9ÍIÍB8 12 6 27 
mil ll 0 31. 
4 4 1 9 
8 12 6 27 
Jl6 32 24 81 
Ha tehát még bevezetjük a következő jelölést: 
Vz — w(x) —fw(o1 , 
wo(x) 
we(x) 
w ,(x) 
akkor a következő differenciálegyenlet-rendszerre jutunk: 
d 
5w — Fw, 
dx" háj 
d W1 — 0 1 0 0 Wi 9 
dx 
Wo 0 0 1 OÍ[Íiw, 
Wz 0 0 0 Ilííw, 
Wa. —24 44 —30 9ÍÍw, 
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A kezdeti feltételek transzformált alakja: 


w(0) — [ w. (001 — Vz(0—Í1 0 0 1I[f—3]1—f 1], 
wa(0) 4 4 1 9Í1—2 14 
w.(0) 8 12 6 27 4 48 
Ha végül feltesszük, hogy 


wi — w(x), Wa — W(x), ws — w T(x), w — wi(x), 
akkor az adott differenciálegyenlet-rendszerrel ekvivalens 
wv . 9y" jh 30w" — 44w" 3- 24w — 0 


negyedrendű, homogén lineáris differenciálegyenletre jutunk; ha ennek az 
láltalános megoldását 


2 
w(x) — kex 3- k.xex ht ks; ki e2x 4 ke? 


alakban írjuk, akkor a k,, k., ks, k, állandók meghatározására a következő egyén- 
etrendszert nyerjük; 


k, tk —- 1, 
2k, b ko b 3k, — 4, 
4k, -- 4k, - ks 9k, — 14, 
8k, -- 12k, -- 6ks 1 27k, — 48, 


vagy ha ezt matrixos alakba írjuk, akkor lesz: 


1 0 0 II[xk1—rIT, 
2 1 0 3Í]1xk, 4 
4 4 1 9Ílk, 14 
8 12 6 27ÍlLk, 48 


ahonnan a w(0) — Vz(0) egyenlettel való összehasonlításból rögtön kiolvasható, 
hogy 


tehát 
w(x) — —3e2 — 2xe2x — x?e2x 3. 4e53k, 


Ebből, a megfelelő inverz transzformációk útján visszajutunk a korábban már 
más úton nyert végeredményhez. 
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4. Oldjuk meg a következő differenciálegyenlet-rendszert: 


—lyi—Í1—1 1 4 IÍÍy 
a 2 -—4 3 4 O[Í1ya 
y3 0 0 3 IlIÍ1ya 
J4 2 —1—-—4 OI Ly, 


Előállítjuk először az A együtthatómatrix 
D(A) — A" 3- a,2? 7- a. 2? 3- aj 3 ap — 0 
kásáltétszüküs egyenletét FAGYEJEV módszerével. 


A, — A — : —ű] 1 4. l bú Sp(A,) — 5 — —as; 
—4 3 4 0 a 3 — szcsszztkzszaai 0: 
0 0 3 Il 
2 —1 —4 0 
B. —a  taE—Í—6 1l 4 II; 

—4 —2 4 0 

0 0-2 I 

2 —1 —4 —5 

—4 —12 —2];  Sp(A,) — —18 — —2as; 

12 —10 —12 0 a s 9. 
vES —]0 —2 
12 —2 


12 —1 —12 0 
2 —-1l1 —l —2 
—-8 4 12 71 


A5— AB —[—1 3 8 II;  Sp(A,) — 21 — —3aj; 
—8 9 8 0 ösze; 
—2 1 9 Il 
6 —3 —8 4 
B.—A.3aE—Íi—8 3 8 Líí; 
—8 2 8 0 
—2 1 2 1 
6 —3 —8 —3 
A, FAB,—[—2 0 0 OT; Sp(A)——8——4a; B. —4A ta E—0. 
0—2 0 0 a, — 2. 
0 0--2 0 


0 0 0 —2 
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Tehát 
D(2) — det E — A) — 41 — 54234 9422— 71§2 — 0, 
vagy mindjárt gyöktényezős alakban: 
(4 19(4— 2) — 0, 
ahonnan kiolvasható, hogy a sajátértékek: 
4, — 1 (háromszoros), 
4, — 2 (egyszeres). 
Ellenőrizhető az, hogy D(2) z (2), azaz a karakterisztikus egyenlet egyben 
minimálegyenlet is, és így biztos, hogy A hasonlósági transzformációval nem 
diagonalizálható, hanem csak JORDAN-féle normálalakra hozható. 


A transzformációhoz szükséges fővektorok közül keressük először a A,-hez 
tartozókat. Mivel 


jaaa a a EBB 
—4 2 4 0 2 —2 aza 
0 0 2 1 0 1 
2 —1 —4 —1 cl 0 
azaz A — AE rangszáma 2, azért az 
(A — 41E)ju— 0 


egyenletnek két lineárisan független megoldása van. Ha u elemei a, B, y, ö, 
akkor a redukált egyenletrendszer a következő: 
—2atBtaáaytőöő-s0, 
2ytk ö-s0, 
ahonnan 
u — xx 
2x — 29y 
y 
Mielőtt döntenénk a tetszőleges a és y paraméterek választandó értéke felől, 
előbb meg kell vizsgálnunk azt, hogy milyen megszorítás mellett lesz megoldása 
az 
inhomogén lineáris egyenletnek. Ezért bővítjük az A — 2.E együtthatómatrixot 
az u oszloppal, és így bontjuk fel bázisfaktorokra: 


[A —2E)uj— [—2 2 4 17 3 ű 
—4 1 4 0:(2a— 29) 
0 0 2 1 : y 


9 ai zá cd ED 
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A megoldás létezéséhez szükséges feltétel az, hogy e bővített matrix rangszáma 
legyen egyenlő A — 4, E rangszámával, 
Mivel pedig 


(A—aEun ac il 1 o 01f—2 141 3 , 
2 —2 0 0021 y 
0 10 0 0 0 0: —2y4a 
—1 0 1 
azért kell, hogy 
—2y HF az- 
legyen, azaz 
a — 2y. 
De akkor az első fővektor: 
u;—] 2yi, 
2y 
[—29y 
azaz pl. a y — — 1 választással: 
új — [ —2 
sző 
—1 
2 


Ekkor viszont az 
(A szüli A E)u mem uj 


egyenletnek megfelelő redukált egyenletrendszer: 
—2ag Pt Bet 472 Tt ő, — —2, 
2y2 t Öö, — —l, 


ahonnan 
a — Ka ; 
vV2 
—1 — 29. 
s innen pl. az a, — —L, y, — —1 választás mellett lesz: 
Us ei —]1 . 
.—1] 
—1 


1 
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A következő fővektor a 4,-hez tartozó és u,-től lineárisan független saját- 


vektor, Ezt u-ból pl. a — y — —1 választással nyerjük: 
Ú3z — [1 —1 . 
0 
—1 
2 


4,-hez tartozó több fővektorra már nincs szükségünk, ezért áttérünk a 
4.-höz tartozó sajátvektor meghatározására. Mivel 


A—24E-—-[—-3 1 4 11—f 1 0 OT[—3 1 4 I], 
—4 ji 4 0 ] —1 0 1 0 0 I 
0 0 1 1 0 0 1 0 0 Il]1 
2 —1 —4 —2 —] —1 0 
azért az 


(A — 4.Eju, — 0 
egyenletnek megfelelő redukált egyenletrendszer a következő: 
—304 -- Bs t 4974 -k ő, — 0, 
xy -t ő, - 0, 


ahonnan nyerjük, hogy 


azaz pl. ha ő, — I, akkor 


u, —] . 


EBBE) fő 
l 


Ezzel felírhatjuk már a következő transzformáló matrixot: 


U — [u 42. 3. u) —f—2 —1 —1 —1i. 
—2 —I 0 0 
—1 —1 —1I —1 
2 1 2 1 


18 Közönséges differenciálegyenletek — 449?1/UTT:$s 
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Könnyen ellenőrizhető az, hogy ennek a reciproka: 


U71-—-f-1 o 1 oOo], 
2 —1 —2 0 
l 0 0 1 
—2 1 0 -—-Il1 


Vegyük most figyelembe azt, hogy 
(A — 4 E)u, — 0, 
(A — 2, E)u, — u,, 
(A — A .Ejus — 0, 


(A — 4.E)u, -. 0, 
ahonnan írható, hogy 


AU — [Au,, Aus, Aus, Au] — [dr ú3 - 42, Ag, Au] — 


— [u u2. uz, ujil44 l 0 01-—UJ, 
0 4 0 0 
0 0 424 0 
0 0 0 42 
azaz 
U-:AU — J, 
vagy részletesen kiírva: - 
a] o íÍi öljfjei 1íi 4 TIIfe2 ici ciis 
2 —1—2 0o[1—-4 3 4 0OÍjÍj—2—-1 0 0 
1 0 0 1 ő  ú 3 ii [oeiletetei 
sö di 4Ei 5.-zt szd. Ő 2 1 2 1 
—f1 1i10i0o1. 
0 1i:O0jO0 
0 0i1i0 
0 0;0!2 


Ha tehát az adott differenciálegyenlet-rendszert balról U-1-nel szorozzuk, és 
bevezetjük az U-/y — z jelölést, kapjuk. a differenciálegyenlet-rendszer 


d 
d. za Jz 
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kanonikus alakját, azaz részletesen kiírva: 


Tfz]J-f1 100 21 
2 0 1 0 O[ÍizZ, 
Zg 0 0 1 OÍ(iZz 
Z, 0 0 0 2]1tLz, 
azaz: 

dz 

a nat Z2e 

dzo 

dx 

dz 

dx 

s — 22, 


Ebből pedig a megoldás : 
z1(x) — z(0jet 4- z2(0)xer, 
zo(x) — z(0e, 
z3(x) — z.(0e 
z.(x) — z(0e, 


vagy matrixosan írva: 


z(x— [e xet o: 0 1[2z1(0)1 — erz(0). 
0 et 0 (0 (120) 
0  0iei;0 (1250) 
0 010 ; ex] íz, 0) 
Innen az 
y — Uz 


összefüggéssel jutunk az eredeti differenciálegyenlet-rendszer megoldásához. 
Ennek a részletezését az olvasóra bízzuk, 


5. Oldjuk meg a következő differenciálegyenlet-rendszert: 


d sz. 
J.J 71—2—1—1 3 2 ya [/ 
ya szg gat 8. 2liyv 
yg 1 1 0 —3 —2Íl[y; 


5 4 1 1-3 OJÍ[y 
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Előállítjuk először az A együtthatómatrix 
D() — det (JE — A) — 25 a,4t -k a,48 -- a,42 -k aj - a, 


karakterisztikus polinomját FAGYEJEV módszerével; 


A —A—j[—2—1—1 3 21; Sp(A) — 4— —a;; 
—4 1-1 3 2 a, — —4. 
1 1 0 —3—2 
—4—2—-1 5 1 
4 1 1-3 0 
B. —4A 3 a E—j—6—1—1 3 2Í1; 
—4 —3—1 3 2 
1 1 -—4—3 —2 
—4 —2—-1 l 1 


A, — AB —i II 0 6 —9-—9I; Sp(Ad) — —2— —Z2as; 
15 —4 6 —9 —9 as — 1. 
—6 0 —-—1 9 9 
15 0 6 —13 —3 
—15 0 —6 9 5 


15 —3 6 —9 —9 


A, — AB. —[—18 3—12 0 3 
—12 —3 —12 0 3 a, — 10. 

12—3 6 0 6—3 

—12 6 —12—6 6 

12 —3 12 0—9 


B. —Az;1 a E—-j— 8 3—12 0 3]; 
—1]12 7-—I2 0 3 
12 —3 16 0 —3 
—]2 6-I2 4 6 
12 —3 12 0 1 
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A, — AB, — 4 2 8 12 141; Sp(A,) — 16 — —4ay; 
—4 10 8 12 14 a) — —4. 
—8 —2 —12 —12 —14 


B. —A taE-—l 0 2 8 12 L4/; 
—4 6 8 12 14 
2.8 d 16 212 —14 
—4 4 8 16 16 
4 —2 —8 —12 —10 


A, AB. —Í18 0 0 0 OI; Sp(Ap) —40——5a; B.— Ata E — 0. 
0 8000 ap — —8. 
009800 
0 0 0 8 0 
0 0 0 0 8 


Tehát a karakterisztikus egyenlet; 
45 — 445 7- 4? -- 104? — 44 — 8 — (1 — 299(434 1)? — 0, 
ahonnan kiolvasható, hogy a sajátértékek: 
A, — 2 (háromszoros), 
4; — —1 (kétszeres). 


Ellenőrizhető az, hogy D(4) 5 4(2), azaz a karakterisztikus egyenlet egyben 
minimálegyenlet is, és így A hasonlósági transzformációval JORDAN-féle normál- 
alakra hozható. 

A transzformációhoz szükséges fővektorok közül keressük először a 
A,-hez tartozókat. Mivel 


A—41E-—-l—4—1—1 3 2]—[-4 OIT1 16—2-—3 —2 
—4 —1—-1 3 2 —4 3 0 j. T. szd ső -3] 
il. JT esd ed 1 0 ollo o 1 it 
sa szőszi 3 1 —4 2 —3 
4 1 1—3—2] [ 4—3 0 


azaz A — 2 (E rangszáma 3 — 5 — 2, azért az 


(A — 1.EjJu — 0 
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egyenletnek két lineárisan független megoldása van. Legyenek u elemei a, B, y 
ö, e, akkor a redukált egyenletrendszer a következő: 


x -k B — 29 — 39 — 2 — 0, 
8—3y—39—2e-0, 


y-t ő -k e7 0, 
ahonnan 
uzi 073 e [. 
—e 
Mö— e 
Ő 


e 


Mielőtt döntenénk a teszőleges ő és e paraméterek választandó értéke felől, 
előbb meg kell vizsgálnunk azt, hogy milyen megszorítás tnellett lesz megoldása 
az 


inhomogén lineáris egyenletnek. Ezért bővítjük az A — 2(E együtthatómatrixot 
az u oszloppal, és így bontjuk fel bázisfaktorokra: 


álölsádái esés 3 2i (őre ll. 
2 


—4-—1-l 3 —e 
." 1 16-—2—8 —2! (—ő— e) 
—4—2-—-1 3 Li / 
4 1 16—3—2! € 


A megoldás létezéséhez szükséges feltétel az, hogy a bővített matrix rangszáma 
ne legyen nagyobb A — 2.E rangszámánál. Mivel pedig 


(A — 24E),uj—Í[—4 3 0 OÍTI 1 —2—3—2: (—ő—2T, 
—4 3 0—I1IÍjJ0O 1—3—3 —2: (—ő— 7) 
1 0 0 OÍ]J0 0 —3 —3 —3 : (—ő — 29) 
—4 2 1 O[I0 0 0 0 0: (öő-7 29) 
4-3 0 1 

azért kell, hogy 

ő 4 2-0 
legyen, azaz 
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u, —[ —e I, 
- 
; € 
72 
e 


De akkor az első fővektor: 


azaz pl. aze — 1 választással: 


Ekkor viszont az 
(A s 4 Eju, hema Uj 


egyenletnek megfelelő redukált egyenletrendszer: 
x2 -b B — 292 — 309 — 269— 1, 
Bz — 399 — 30, — 2e,— 1, 


Vet őt e7 0, 
ahonnan 


l — e, 


1 Öt e 


Szög és 
Ög 


€9 


és ebből pl. a ő, — I, e, — 0 választással lesz: 


u. — ]j. 


A következő fővektor a 4,-hez tartozó és u4-től lineárisan független saját- 
vektor. Ezt u-ból pl. a ő — I, e — 0 választással nyerjük: 


280 2. §. ELSŐRENDŰ LIN. DIFF.-EGYENLET-RENDSZER ÁLL, EGYÜTTHATÓKKAL 


Uz — 1 . 


4-hez tartozó több lineárisan független fővektorra már nincs szükségünk, ezért 
a A,-höz tartozó és még hiányzó két fővektor meghatározására térünk rá. Mivel 


A—24E—-ÍI—1—1-—-1 3 2]-—-Í[-—1 o 0 olf1 
—4 2-1 3 2 —4 6 —3 9Í[10 
É dá Tot ő 1 0 0 0Í0 
sg züszi 6 a —4 2 1 ollo 
4 1 1—3 1 4 —83 0 0 


azaz A — 2,E rangszáma 4 — 5 — 1, azért 4,-höz csak egy sajátvektor tartozik. 
Ha ezt u,-nek nevezzük, akkor az 


(A e. A E)u, ezi 0 
egyenletnek megfeielő redukált egyenletrendszer a következő lesz: 


24 -t Bs t 94 — 394, — 2e, — 0, 
B, t 94 — 304, — 38, — 0, 


ahonnan 
u, ten — e A 


azaz pl. az e, — 1 választással: 


A még hiányzó utolsó tővektort az 
(A — 4 ,E)u; — u, 


inhomogén lineáris egyenlet határozza meg. Az u,-gyel bővített együttható- 
matrix: 
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[(A — 22E),u,]—[—1—1—1 3 2 

—4 2-1 3 2 

l 1 1063 —2 

—4—2—-1 6 1 

4 1 1-3 1 

—-f—-1 0 0 OÍTI 1 16—3-—2 

—4 6-3 9Íjo 1 16—3-—3 

1 0 0 Oo0j(jo 0 1 0-1 

—4 2 1 Oo0l[Jl0 00 11 
4—3 0 0 


Ebből pedig a redukált egyenletrendszer :; 


a5 - Bs -b 95 — Bős — 2es — 1, 
Bs Tt Y5 — 305; — 36; — 1], 


V5— 8 —-—], 
öz t 855 0, 
ahonnan 
u5—  —€ [/ 
SZÉ; 
1 -t- es 
—e; 
éz! 
azaz pl. az e, — 0 választással: 
u—iOT. 
0 
1 
0 
0 
Ezzel felírhatjuk már a következő transzformáló matrixot: 
U — [u ú2 ús. ú4.ú5]—j—1 1 10—I 
—1 1 9-1 
1 —1 —Ii 1 
—2 1 ] —1 
1 0 0 l 


ésennek a reciproka: 
u" 


ma 
DO mi OO DO ti 


9 OO mo OO 
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Így tehát az 
U-1AU — J 


egyenlet részletesen kiírva így fest: 


[1 ő ú$zd 0fjezste 8. Sifei XX isi Hl 

0 1 o o 1[l[h-4 3-1 3 2Í[-1 1 0-1 0 
1-1 0 0 0 1 i 0 —8 —2 tetsei ii ű 
—1 0 o 1 1ÍI—4—2—-1 5 1Íf-2 1 1-1 0 
Il 0 1 o 0 4 1 1—-3 olf 100010 

—[2 L1io0: 0 ol. 

0 2:0: 0 0 

0 0:2: 0 0 

0 0:0: —I Há 1 

0 0:0! 0 —I1 


Az adott differenciálegyenlet-rendszer kanonikus alakja tehát a következő: 


2] 2: s) 170] 0 0 2. [/ 
zel 19 2:o0! 0 ol[z, 
Z 0 0:2: 0 Ol[z; 
Z, 0 070! —-I 1jíz, 
573 0 0i0i 0 1] SZ 


és ennek a megoldása: 
z.(x) — z(0Je? -4- 2 (0)xe?, 
Zo(x) — z.Der 
ze(x) — z.(0e, 
z.(x) — z,(0jer" -- z.(0)xe-, 
z.(x) — z.(xje. 
Ebből pedig az eredeti differenciálegyenlet-rendszer megoldását az 
y — Uz 
összefüggéssel nyerhetjük. 


6. Oldjuk meg a következő differenciálegyenlet-rendszert: 


Ji —T 2 —1 1 —IT[y. 
tl ye —83 4-5  4l[y, 
J3 8 —4 4 —á[[ys 
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Előállítjuk először az A együtthatómatrix 
D(2) — det (4E — A) — A! 7- a? -- a,4? -- ai -- a, 
karakterisztikus polinomját FAGYEJEVv eljárásával: 


AZA -f 2 —1 1 —IT; Sp(A,)—0— ax; 
ag 4z5 4 az — 0. 
8 —4 4 —4 
15 —10 11 —10 


B. — A, §aE—-f 2 —1 1 —IlT; 
—3 4-5 4 
8 —4 4 —4 
15 —10 11 —10 


A;— AB —[f 0 0 0 OT; Sp(A) — 0 — —2as; 
2-1 1 6—-I a. 70 
0 0 0 0 
—2 1-1 1 
B, — A, 1 a. E — 0 0 0 Ol[; 
2-1 10—-I 
0 0 0 0 
—2 1-1 1 


Az — AB, — 0; Sp(A;) — 0 — —3ai; ap— 0; B;— 0; 
A, — 0; Sp(A)—-0——4a; a — 0; B,— 0. 
Tehát 
D(A) — At. 
Mivel 
D(4) — D(w) 


1 7Bt Mn At u? — FO, 49), 


azért a karakterisztikus matrix adjungáltja: 


adj (AB — A) — F(/E, A) — A? 3- 2 A2 3- 22A 3- 2E — 


— AT (42 2 22) sss j ső 
(GC-sa 9 út ie DD ABELD) . TÓ) 
84 — 44 (42 .- 42) KESZ 5) 


.((154— 2) (—10423-1) (114— 1) (412— 10431) 
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Ebből látható, hogy valamennyi elem legnagyobb közös osztója: 9(2) — 2, és 
így a minimálpolinom: 
DO) 


44 — 507 


A3 


Az A matrix egyetlen sajátértéke: 1, — 0 és ez a minimálégyenletnek három- 
szoros gyöke. Ebből következik, hogy A hasonlósági transzformációval JORDÁN- 
féle normálalakra hozható, 


Mivel 

A—21E—fT 2 —1 1 —11—frf 1 olf[l 2-1 101], 
—3 4 —5 4 —5 —1li]—7 1 0 1 
8 —4 4 —4 4 0 
15 —10 11 —10 11 1] 


azaz A — 24 E rangja 4 — 2 — 2, azért az 
(A — 4Eju — 0 


egyenletnek két lineárisan független megoldása van, vagyis 44-hez két lineárisan 
független sajátvektor tartozik. Az A — 4,E bázisfaktorokra bontott alakjából 
következik, hogy az u elemeit meghatározó redukált egyenletrendszer a követ- 
kező: 

2—B4y—őz-s0, 


—TatB8ihkőzo0, 


ahonnan következik, hogy y — 5a, 8 — 7a — ő, vagyis 


u — [d . 
7a — Öö 
öa 
[4 


ax és ő speciális választásával nyerhetünk két lineárisan független sajátvektort. 
Mielőtt azonban a két paraméter értékét konkrétan megválasztanánk, meg kell 
néznünk, hogy a és ő között milyen összefüggés biztosítja azt, hogy az 


(A — 21 Ev — u 


egyenletnek legyen v-re megoldása. Ez adja ugyanis a soron következő fővektort. 
v-re csak akkor kaphatunk megoldást, ha az u-val bővített együtthatómatrix 
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rangszáma szintén 2. Mivel 


(A—2B ujjal 2 —I 1 —Il: az 
—3 4 —5 4 : (7a — 6) 

8 —4 4 —4: 5a 

15 —10 11 —I0; ő 


—mf 1 0 0 2-1 1 —I! az , 
szász. illeg íi 9 1 ról 
4 0 1LILo0 00 0 0! az 
1 1 0 


azért kell, hogy a — 0 legyen és ő tetszőleges. Válasszuk ő-t (—1)-nek, akkor az 
első fővektor: 


Ek 
és a második fővektort meghatározó redukált egyenletrendszer: 
209 — Ba y2— ő, 0, 
—Ta2 t Be ö, — —Ll, 
ahonnan pl. xs — I, 8, — 0, y, — 4, ös — 6, azaz 


Us — 


03 HA DO be 


A következő fővektort az 
(A — 4 E)u; — u; 


inhomogén lineáris egyenlet határozza meg. Mivel 


[(A— a E)uj—a fi 2 —1 1 —1:!1]— 
—3 4-5 4I0 
8 —4 4 —4i4 
15 —10 11 —10!6 
—-[ 1 oljl 2-1 1—-1i I], 
—5 —1I[—7 1 l! —5 
4 0 
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azért az us vektort meghatározó redukált egyenletrendszer : 
2c9—B3tVs—ös5— 1 
—Tag 1 Bz4- 05 — —§, 
ahonnan pl. xs — 5, 83 — 0, ys — 21, ös; — 30, azaz 


üszT  5I s 


Végül u, az uj-től lineárisan független másik sajátvektor, amelyet u-ból 
pl. x — 1, ő — 7 választással nyerünk: 


u, — 


7 


A fővektorokkal felírható transzformáló matrix tehát a következő: 


U — [u:; uz, üz us] — 0 1 5 I1i, 
1 0 0 0 
0 4 21 5 
— tl 6 30 7 
és ennek reciproka: 
i 8 isa 0 1 0 0 
—3 4 —ő 4 
2 —1 l —1 
—-6 1 0 1 
Mivel a fővektorokat meghatározó egyenletek (4, — 0 miatt): 
Au, — 0, 
Áu, — u; 
Au, — 0, 


azért írhatjuk: 
AU — [Au,, Au., Auz, Au] — [0. uz; 2, 0] — 


— [ú1. u. ug üjlj0 1 0 ; 01— UJ, 
0 0 10 
0 0 0:0 
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tehát az 
UTAU —]J 
egyenlet részletesen kiírva így fest: 
0 1 0 olf 2 —I 1 —IIT 0 1 5 1]—-[f0 1 0;0T. 
—3 4-5 4[]—3 4-5 4/ L10 00 0 0 Li0 
2-1 1d—I 8 —4 4 —4 0 4 21 5 0 0 0:0 
—6 1 0 III 15 —10 II —10Í[Í1—1 6 30 7 0 0 0:0 


Bevezetve tehát a 
z(x) — [ z1(x) ]— Uy() 
zo(x) 
z(x) 
z.(x) 


új ismeretlen oszlopvektort, írhatjuk a következő differenciálegyenlet-rendszert: 


d 
ae 
azaz 

dz, 

de "2 
dz 
dx 
dz 

SZE szít 0, 
dx 

dza 

dx ? 


ahonnan a z.(0) — A, z.(0) — B, z.(0) — C, z.(0) — D jelöléssel: 


2()— AT BerCOZ 
Z9(x) — B -- CXX 


z(x) — C, 
z(x) — D, 
vagyis 

bis 
z(xy—iIl x 5 ! 0íIA 
0 1 x;0j[]8 
0 0 1I0jjC 
[0 0 ori][D 
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Ebből pedig 
y(x)—Uz(r) —kI 01 51 [A 1Bx4CE e 
10 0 0 B t- Cx 
0 4 21 5 C 
—1 6 30 7 D E 


s (B 1 5C 3- D) -- Cx 
A4Bx4CÉ 
(4B -- 21C 1 5D) -- 4Cx 
(—4A -- 6B -- 30C -t- 1D) 4(—B-60—CE 


lesz a keresett általános megoldás. 
7. Oldjuk meg a 


dx 

ga tyYTE 
dy i 

d  aTÖYTI 


inhomogén lineáris differenciálegyenlet-rendszert. 
Matrixos alakban írva: 


a-b arte 
y 2 6j[y t 
A — [5 2 
2 6 
az együtthatók matrixa, és ez szimmetrikus, tehát a minimálpolinomnak biztosan 
csak egyszeres 0-helyei vannak, és így hasonlósági transzformációval diagonál- 


alakra transzformálható, 
A karakterisztikus egyenlet: 


Itt 


det(E—A)—]1—3 —2]—22-.923-14—0, 
sztó sa 


vagyis a sajátértékek: 4, — 2, 4, — 7. 
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21-nek megfelel az 
7 1 


L0)-5— (1 — 


4o-nek pedig az 


4—2 1 


LAGRANGE-féle interpoláló alappolinom. Ezekkel 


1 1 2 
1 
—2 1 —- 
ti 1 
L(A)—-(A—25—-[1 21—[-Ín 2. 


OV Om 


Így az ett rezolvens matrix: 


2 1 
éz szttlllőtsa 2t 9 e 
eAt 5 5 e 0 1] 
ll 2 
ezek "E 27 
5 5 § e 1 2 


Az adott differenciálegyenlet-rendszerhez tartozó homogén lineáris differenciál- 
egyenlet-rendszer általános megoldása tehát: 


I "2 1 1r2 —1 
x(t) ! — B OF eg 0 Ci! — 
li 2 
mög KE 7t 

y(2) 5 5 0 e 1 9 Ce 

4 2 2 21 7t 
Ni E STR pet Rés HÉ —] 2kjet 4 koe 
4 

G Ci 32 — C Je -- G Cs 4- — a — kie? -- 2koe" 


Most még meg kell keresnünk az inhomogén lineáris differenciálegyenlet-rend- 
szer egy partikuláris megoldását az 


t 


est ( evAtá(7) dr 
0 
formula segítségével. 


19 Közönséges differenciálegyenletek — 44 231/VII.tt 
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Esetünkben 
2 1 
—Ar Ki at áz —2T aa. 27) — 
e7Atf(r) B 3Íje 0 2 —1íle 
l 2 
szet ég gr 
B 5 0 e 1 2 T 
d. áj 
ni 5 s (2 gazajsó Te ?r) , 
l 2 
térni B B (e75r -- 2Te"") 
ahonnan 
c 1 1 
2 1 1 
—Ar ESEB szét JÉ. Beat LL 98972 1 p-W 
Je f(r) dr 8 ( 34 2tt5te t7? ) 3 
l 2 59 l 2 2 
szé. té esze az gő az gp ül ai pete 
5 5 (sás s sg ) 
és végül. 
t 
2 1 l 1 1 
At [ 2—Ar ze szetllébesi 2 za. Z 1072 Lo £ 97—2t zaj 
e Je f(r) dz 5 5I]]. 0 ! 3 Tt 2tTt 5 te tg? ) 
l 2 59 1 2 2 
PERES en else 7 e ep Sto... fort a. "7 D7—at 
5. zi: ja B ri 49" ) 
— ((.." oz 7t 2t 
fi 5 1335 T g8 Bt EIB B 5 ter) 
3 2:59 13 3 2 
Ez eaz zzű ett ESZE ZTA Se ÖT s East — a. felt 
! 100" T T235 196 145 ) 


Végeredményben: 
7 59 )v 9.1. 4 
067 [r Ti 50 ; [e ai: 15) egg tő ztés 


szófsás ze Báj u B 3, 2, 
vg — ( 15 100)" jö [/a Prazsjt 196 14756 


Ellenőrzésül szolgál, hogy e két függvény kielégíti a differenciálegyenlet-rend- 
szert, és azonkívül teljesül, hogy 


El; 
x(0) — 2k1 tkp atz a-b BC2 — Cs 


2 4 
y(0 — kit 2k.—— zet r - eget 412 zak dtgajási 5; 
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8. Oldjuk meg a 
ES rö —dyi Tt ye 


íz — —2y) — 5yo, 


homogén lineáris differenciálegyenlet-rendszert az 


yi(0) — 3, y.(0) — — 
kezdeti feltételek mellett. 
A differenciálegyenlet-rendszer matrixos alakban írva: 


apr AE 


A—[—7 IT]. 
—8 —l 


az együtthatók matrixa: 


A karakterisztikus egyenlet: 
det (E — A) — [41 3-7 
2 


— 4? 3- 124 4 37 — 0 
das 
ahonnan a sajátértékek: 
Apszszző set, 4, — —6 — i, 
Mivel a két sajátérték különbözik, azért A diagonálalakra transzformálható. 


A transzformáló matrixot a sajátértékekhez tartozó LAGRANGE-féle interpoláló 
alappolinomok segítségével állítjuk elő: 


43 6-7 i 1 i 
L-es rizgütőtő, 
A 4 6 — —] : 
LA) -— ze 0t6—0) 
Így tehát 
1 
HA) — grtAt 6-40E1 a[7 I§-i 1 [3] 1 [—1--i 1]; 
—2 17-i li 
l i l 
L(A) — —5(A tt (6— ij Ej — — al 1 7 
szd. Asi 


1 
IEGÁGNCT 1 875 1]. 


19" 
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Ezekkel a differenciálegyenlet-rendszerhez tartozó rezolvens matrix 


Ax 1 b IE 6 Tletéi 
úllsa Tag Szal 38 
. e—f— ix 
14-i: 1—1 0 ESZ ERES —1—:i ll 
— e"5x[((cos x — sin x) 


sin x 
—2sinx (cos x -- sin x) 
Végeredmény tehát az 


y(x) — efry(0) 


formula alapján : 
y(x) — jé — e7őx (cos x — sin x) sin x ] b szi 
yol) —2sinx  — (cos x-k sin x)[1—5 
see B cos x — 8 sin x) új 
(—5 cos x — ll sin x) 
azaz 


yi(x) — e (3 cos x — 8 sin x) 

yo(x) — e5x(—5 cos x — 11 sin x). 

9. Oldjuk meg a 
4x 4 9) -k 44x 4 49y — t 
3x 4 Ty) 34x 4 38y — el 


differenciálegyenlet-rendszert. 
Matrixosan írva: 


5 all 


ahonnan balról szorozva a 


Ez 
kü ta di 
rsdlut  Gápbaát 


A—-—[f—2 —7-I]. 
hr c] 


matrixszal, lesz: 
d 


úg 


Az együtthatók matrixa: 
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A karakterisztikus egyenlet: 


det (41E—4A)—]4-k2 1 nElÖGá ak iamtuk szt É nb 
4 435 
ahonnan 44 — — 6, 4,— — 1. 


4, — 6-hoz tartozik az 


431 1 
Lj(4) — -eri7—züt 1), 
4; — —1-hez pedig az 
4t 6 1 
L0)-—-77z7zürt ő) 


LAGRANGE-féle interpoláló polinom. Ezeknek megfelel 


ess osz sej; 
L(A) 577 Kis 4 1], 


tni, jur 


J 


la 


Ha előírjuk az x(0) — cs, y(0) — cs kezdeti feltételeket, akkor az ezeket kielégítő 
megoldása a homogén lineáris differenciálegyenlet-rendszernek: 


c c 4c, — c 
xlt) — AZ e-t 4 1 et, 


4c) E 4Cs e7őt 4ci KE Cs e7 


Yn(t) — 


Most még szükség van az inhomogén lineáris differenciálegyenlet-rendszernek 
pl. árra a partikuláris megoldására, melynél x(0) — 0, y(0) — 0. Ezt a következő 
formula adja: 
er [€7Ar f(x) dr — f ehh f(x) dr. 

19) 


0 
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Az integrandusz a következő: 
eAW— f(T) — 


9UWK OT] Imi 
Ot be Ot ei 


ahonnan az integrálás elvégzése után lesz: 


; 11(/(52 l 2 9) 1 
A(t—r) —f —mepvé ER -RERSRREGNRB E [a az t 
Je f(r) dz7 j [3 9T zt e] 5 (51e 31 3- 31t — 20e)), 
4 He 1 
5 5 
Végeredményben: 
c c 592 4c) — c 51 56 , 19 29 
x(2) —( 1 ET JEE SSE E JEA TÉ eg 1—— e, 
Ci te 52). 4c, — c li) . 55 17 24 
ÁK ga EJ [KS ET 
d ie Ölt 
10. mel jaj per őlílyii; y(0—i 3]. 
y. —8 —8 —SÍ[y, —2 
( Mi KGN KET 1. li 3 1 i 
Megoldás: Í y, Í — l 1 2Í11e 0 0 57Tö 5 3 
9) 1 l 
szav. zzz EOK A TK Sze zza s 9 
y; 1-1 3Í10 e 0 [15—35— 2 2 
y 1—1 illo o emelli - 0 11) 
( JI [ 5 5 j 
11. 4x 3- 9y — —2x — 31y 4 é, XI) es 
3Xx 4 71y — —x — 24y 4- 3. y(2) — 
; j I 31 983 
( Megoldás: x(t) — et (c, cos t 3 co sin t) -- 28 — TT: 


3 2 6 
y(2) — e-t [(cp — c2) sin t — (c, Tt c9) cos t] — 13 e -- Ta) 
12. 4x - 9) 4 1lx 4 31y — é, x(t) — ? 


3x 4- 7y -- 8x 1 24y — et, y(2) — ? 
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(Megoldás: x(t) — e-t (cjt 1 c9) -t kes e — — et, 


13. 


(Megoldás: 


14. 


(Megoldás : 


15. 


(Megoldás: 


16. 


(Megoldás: 


17. 


(Megoldás: 


18. 


(Megoldás : 


36 
11 19 
y(2) — —et (cit 1 c, -t €2) — 55 é - 56) 
d 


—Ixi— 12 0 0IÍxi. 
Zz 0 2 31LzZ 


x(t) — 4Cet, y(0) — 3Cset 3 5C.e-,, 
z(t) — —6Cjet — 2Cjert 3 Cse?) 
d 


"ba bi 


x — I8Cj et, y — 3C jet 3- 3C et, z — 2Cjet 3 4C e? 3 Cse), 
d 


—Ixi— 10 l —IÍixIi. 
Zz 1 0 li[z 


X CG; 1- C e, y - —C, -H (Cot - C je, 
— —C, t(Ct— C-t Ce.) 
d 


—1ixi— [0 l —líilxt34-10[. 
pi l l 0 v. "] 
Zz 1 0 liíz t 


x — cse Tt Cs y — (ct-tejé —t—1— c,, 
d 


—ixÍiÍ—ÍI—3 48 —28 ; 
Zz —6 57 —3liilz 


x — 3c4e -- 4c,e2t -- 2cset, 
y — 2ce 1- cse? 14- 2cset, z — 8cjet t- coet -- 3czet,) 


d 6 —72 5] 3 

. 1y 4 —43 26Í1Í[y 

Z 6 —63 3838]1ízZ 

x — 2c4 -t- 3c,e? -t 4cse!, y — 2c, -t- 2c.e? 3 cset, 
— 8c4 -- 3c,e? -- cset) 
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d 
19. —5 —I1 

zoli z]b] 
(Megoldás: x — fco(1 — 8) — ciher§, gy — (cz -t cobert) 
9 aber HET 

Í. az ezt [/ 
ú a 4. e 

(Megoldás: x — (c(1— 8) — ehet ta pere 5 € LÉT: e?, 


y— (a -kedeőt az gét ag ha 


21. és. y17-]13 4 —2Í[y i-t 9€ [. 
XI! 13 o 2l5lyl 1—2es 
Y3 0 4 1 V3 6ekx 
(Megoldás: yi — —Ae" t Bé" -- 4Ce-t — egz 5 et -4 e-2, 


ya — 2Ae3x 3- Besx — 5Ce-tx — s ex — e-3x, 


ys — 6Aex 2 Be" -4- 4Certx 4 miatt s ülsz 5 em) 


2 
2 as AE Le 
— ya —4e 
(Megoldás: y, — (24 — 5B) ex cos 2x 4- Ae sin 2x — vi. 0 


ya — Besz cos 2x 4 (2B — A)es: sin 2x - sa es.) 


28. díyt-fT 1 1 0 ol[y]. 
dxíy! ]1—3-2 1 ailly, 
y3 4 2 5 3Í11y3 
yi zzz sző Ly, 
(Megoldás 
fő 
y.—J—-1 0 1 Ojje? xex 5eT 0 [e 
ő 2 —1—2 OÍO  e-r xerzz 0 [c 
y3 1 0 0 L1Í0 0 ex 0 2] 
y —2 1 00—I E 0 0 e2x Í] c, 


3. §. ÁLLANDÓ EGYÜTTHATÓJÚ LINEÁRIS 
DIFFERENCIÁLEGYENLET EGY ISMERETLEN FÜGGVÉNNYEL 


a) n-ed rendű 1 A 2. §-ban kapott eredményeink szóról-szóra átvi- 
homogén lineáris hetők n-ed rendű, egy ismeretlen függvényt tartalmazó 


ötereü elél lineáris differenciálegyenletre, a következő meggon- 
egyenlet állandó iz ús 
dolás alapján. 


együtthatókkal 
Legyen 


yo Fk an ay Pss. Fagy Fay Fay-0 


a vizsgált differenciálegyenlet és 


y(x) — 99 Y(x) — 3 VX) — 396 ee e YT (xg) — jav 
az előírt kezdeti feltételek. 
Válasszuk a következő jelöléseket: 
y(x) — yi), y(x) — yol) y(x) — ys(x), . . ye P(x) — yn(x). 


Ekkor az adott differenciálegyenlettel ekvivalens következő differenciál- 
egyenlet-rendszerre jutunk: 


dyi — y 

dx a 

dy2 — y 

dx 1 

dyn en 

ze Cesna] — dgyi éa day. EL d9V 3 ——... dn-19n: 


amit matrixosan így írhatunk: 
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azaz ha 


oO 
[emi 
em) 
. 

oO 
oO 


y-y(9)—i y(9Í; PA 


y.(x) 0 1 0 0 
0 0 0 0 1 
yn(x) —do —dj —da (s. —dn 2 —dh 1 
akkor röviden: 
d 
dxY 7 Áy 
és az előírt kezdeti feltétel: 
y(9) — yo. 


Az A együtthatómatrix ún. FROBENIus-féle normálalakú. Ennek karak- 
terisztikus és egyben minimálegyenlete: 


det (E — A) — 2" -t a, 471 - ...-t a.4? -- aa - ay — 0. 


(Ezt az egyenletet tulajdonképpen az adott differenciálegyenletből közvet- 
lenül is felírhatjuk, ha abban y!"" helyére 4"-t helyettesítünk; k — 0, Il, 2, . . ., n.) 

Felhasználjuk azt a tételt, hogy az A sajátértékeiből képezett V transzformáló 
matrixszal a FROBENIus-féle normálalakú A matrix kanonikus alakra transzfor- 
málható: 

V-IAV —K, 

ahol K a kanonikus alak. És ez n különböző sajátérték esetén diagonálmatrix, 
ha viszont vannak többszörös sajátértékek, akkor JORDAN-féle normálalak. 

Tekintsük a két esetet külön-külön! 

I. eset: A 

det E — A) —0 
karakterisztikus és egyben minimál egyenlet gyökei mind különböznek, azaz 
det E — A) —(4— 4124 —4J)...(41— 2) 
ahol 4.72, ha isk és i.k—1,2,...,n. Ekkor 
V-Í 1 1 1 ... 1 ] 


As. a Az zún 
AZ 92 92 ... 22 
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és 
V-71AV — K - (41 7, SZ 6.0; An); 


A — VKV 1, 
A differenciálegyenlet-rendszer rezolvens matrixa: 
ehx — VekxV-! — V (ex, ela , , . , eln VI, 


Legyen most az y(x,) — ya oszlopvektor elemeinek lineáris kombinációjá- 
ból képezett konstans oszlopvektor 


V-1ly(x)—V9yy—-—e—f[ci. 
Co 
c, 
A differenciálegyenlet-rendszer megoldása: 
y(x) — etty(íx) — VeGV 1y, — Vekre. 


Az eredetileg adott n-ed rendű differenciálegyenlet megoldása az $(x) 
oszlopvektor első eleme, és ez y(x)-ből úgy adódik, hogy balról szorzunk az 


ef — (1,0,0,...,0] 
soregységvektorral, azaz 


y(x) — etftVeke —[1, 1, 1,.... leér 0 0 ... 0 
0 e 0 .,., 


0 0 es. "TT 


p 0 0 S 


hel 
se 


oO 
ej 
9 


Cn 
— [év et, ex... éP]I cz [— cset 4 ce -b cser hb . . . -b cneéns, 
Ca 
C3 
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Ha tehát c,, Co, . . .; Ca tetszőleges állandók (ami megfelel annak, hogy az 


x, helyen tetszőleges y(xo), y.(xo); Y (Xos: . TB (xo) kezdeti feltételeket 
írunk elő), akkor ez az általános megoldás, 


Az egyes elx függvények egymástól lineárisan független megoldásai az 
adott differenciálegyenletnek, és az általános megoldás az n lineárisan független 
megoldás lineáris kombinációja. Azt szoktuk mondani, hogy az e: függvények 
a megoldások egy alaprendszerét képezik. 

Az alaprendszert képező függvényeket jelöljük így: 


esx — b e 


Ekkor 
PO EY E ÖSÉs Tsz es EGY ng 
ahonnan deriválásokkal nyerjük, hogy: 
VC) SEC YI TeX: sza ÉT s 


VA. AAA AERAEVPR.]L.l.—. $P906e.eGGAEAEAeEe6.]. 


y(n-D(x) — cY6-0 3 cYY-D 4... 4 enY6 B, 


Ezeket az egyenleteket a következő matrixos alakba foglalhatjuk össze : 


y(x) — y —i Y, Cox. s Mn ci [— W(x)e, 
y Yi Y;5 $.. Y, Cs 
6-0 [/ [6-5 Yg-D .., Yyw-DÍ[ c] 
ahol 
W-(x) - Vekx - Ys 0... he 


Y. 
2 LA , 
hé VA 0... 4 


a: Í —1 —1 
V-D yy-D ,.. Y4-D 


a differenciálegyenlethez tartozó, ún. WRONSKI-féle matrix. Ennek a determi- 
nánsa az ún. WRONSKI1-féle determináns: 


JSp(A)dé 


det (W(x)) — det(V-Deé Isti 


— det (V-1)e—e-x — det (V7-Djetitőet ass Aa), 
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Megjegyezzük még azt, hogy 


det (V-1) — ETT — det (W(0)). 


Ha tehát bevezetjük a 
det (W(x)) — W(x) 


jelölést, akkor írhatjuk, hogy 
W(x) —— W(O0jJe6 HAT... HAn)x , 


(Li10UuvILLE-féle formula.) A WRowxsKk1-féle determiníns x — 0 helyen vett 
értéke egyenlő a sajátértékekből képezett VANDERMONDE-féle determináns 
reciprokával, 

Ha különböző sajátértékek között vannak konnplexek ts (ezek mindig párosá- 
val fordulnak elő), akkor az általános megoldást valós alakban az EULER-féle 
összefüggés alapján lehet átírni. Így, ha pl. 


A, — a ih 
As szél , TÖÉGEEE ib, 
akkor az általános megoldásban szereplő 


Ce gége 
tagok helyett 
ex(c, cos Bx -- co sin 5x) 
írható. 


II. eset; A 
det (41EF — A) — 0 


egyenletnek, mely egyben minimálegyenlet is, vannak többszörös gyökei is, 
azaz 
det (E — A) — (4 — 4) — 4 )8...h —2), 


ahol 2; -- 24, hai -- k;i,k — 1, 2,..., s; továbbá s Z x) 3 x5-k . . . 4 2, — 
— n. Most az A matrixot JORDAN-féle normálalakra transzformáló V matrixot 


a A, sajátértékekből a következő módon képezzük: 


vV kesni [V105 V11z 990 VI 2.—12 Vo90; V91 ; 9 ..£. V3 2,—1 ; 0. 6; Vo; Vs1 fe... Vs, Ses 
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aho! 
Vio — l 1; Vizi 0 :  Vp—-—ö 0 ; 
; l 0 
42 új 
3 3) 22 3 
új 1)? HE 
Hz n—2i an 3 n—2)an- a 
4! ! ja ( ági 1 
n-k1 n—l1l) 3 n? n—1)on-3 
J ( Ja 8 Ja Í 
ese? Via — 0 E 
0 
0 
0 
n—2). nm —1 
ah 
n—1)on— a 
. di A 
Ezzel 
A — VIV"), 


ahol J az A-nak megfelelő JoRDAN-féle normálalak: 


J — Ji. Jo .... Jo) 


Itt J; az a,-szeres 2, sajátértéknek megfelelő ax;-ed rendű JORDAN-féle blokk, 
mely a következő szerkezetű: 


I; — A; 1 0 ... 0 01. 
0 A; 1 9.0.. 0 0 
0 0 2...0 0 


e... bé 


OO OO s z s 
oO 
o . s 
; 
MT e s 
jei 
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A rezolvens matrix: 
eAx — VelxV-1 — Ve! ús e! sg elsxyV 71, 


ahol az x,-ed rendű e blokk a következő szerkezetű: 


elix — x: xi—] 9 
x :x MD oAjx ul oAx 
egés S szegje 
xa—2 
x x e AIX 
0 ex xekx ... ermyylú 
0a5—3 
0 0 ek st. gs 


sg] 


Lé e 9... . 


e 


e e e 9... e 


e e e $e.. e 


0 0  § INN ex 


Ez esetben a megoldásként adódó 
y(x) — etxy(x) — VerV-!y, — Vebc 
oszlopvektor első eleme a szorzások elvégzése után ilyen alakú lesz 
x? xn—] 
y(x) — efesry(xo) — deci Tt CXxT Csaj PF sss TP Ca ni ...-k 


ex x XT ászi 
a Cn—as 519 Cn—a,-r1X -k (Cn—at2 97 -- ... -- Cn (xs — DD! -— 


— etx(k, 2 kox -k kex? -b...-k ka xér) b... b 
-k Éé5(Kknas Tt Khan ix -t kn - . . . -b koax) 


Mindaz, amit az I. esettel kapcsolatban a WRONSKI-féle matrixról és deter- 
minánsról mondottunk, megfelelő változtatással most is érvényes, azaz most 


Y, mer, Y, — xex,..., Y. mxrleér; e e; 
Yn-a — ex, Y. 1 — XÖS, . . ., Yn s eles, 
és így ezekkel az Y, függvényekkel: 
W(x —[ Y, Y, dsg Ők 
YI 5 seg FI 


e. hd 9... . 


e. e. ... . 


—1 —-1 gSS 
b ) Ye ) s JÓN Y 9 
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valamint 
y(x) — W(x)k, 
ahol 
k? He [£. , ks 9... kn]. 
b) n-ed rendű Legyen adva az 
inhomogén 
lineáris differen-  [ Y9-F an. 96... B agyő hay b agy — f(x) 
S ragáó Ajkán ú inhomogén lineáris differenciálegyenlet, ahol az a; 
a an o eg ü a- SE es .. , , e 2 
kárskási (( — 0, 1, 2,..., n—1) együtthatók állandók és f(x) 


(az ún. zavarótag) adott, folytonos függvény. 
Az adott differenciálegyenlettel ekvivalens elsőrendű 
differenciálegyenlet-rendszer a következő: 


d ti ss 

dx yi 0 1 0 -ag 0 y.Í1d4I 0 [, 
y 0 jó l 0 yo 0 
.Nn .—do —d —d2 e. —dn 1 In f(x) 


vagy röviden írva: 


d 
ea váazat io MÉG f(x). 

Tegyük fel, hogy már meghatároztuk az f(x) 5 0 esetnek megfelelő homogén 
lineáris differenciálegyenlet-rendszer általános megoldását az 


Yyn(x) — W(x)e 


alakban. Ekkor az inhomogén lineáris differenciálegyenlet-rendszer általános 
megoldása így adódik: 


y(x) — W(xJe -- W(x) [ W-IGJE) dx. 


Az eredményül kapott oszlopvektor első eleme adja az adott n-ed rendű :n homogén 
lineáris differenciálegyenlet általános megoldását. Mint a végeredményből lát- 
ható, az inhomogén lineáris differenciálegyenlet általános megoldása két részből 
tevődik össze: a megfelelő homogén differenciálegyenlet általános megoldása -- 
]- az inhomogén differenciálegyenlet egy partikuláris megoldása. 

Ha tehát Y,, Yo, . . ., Yn jelölik W(x) első sorának elemeit, azaz az adott 


differenciálegyenlethez tartozó homogén lineáris differenciálegyenlet egymástól 
lineárisan független megoldásait, amikor is 


y(9D—-—cYteYot...-tceY 
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a homogén differenciálegyenlet általános megoldása, akkor az ehhez még hozzá- 
adandó partikuláris megoldását az inhomogén differenciálegyenletnek az állan- 
dók variálásának módszerével 


yp(x) — ci) Y-t cel) Yet... b en(x) Fn 


alakban keresve, a c1(x), co(x), . . .; cn(x) ismeretlen függvények első deriváltjaira 
a következő inhomogén egyenletrendszer írható fel: 


W(x) " er(x) — 0), 
azaz 
Y, Ys szk Ya. A1fa(rx jel 0 íz 
YI YI ... Y. c(x) 0 


e e... e e e 


e... 


SET YT ga FILE K 17) 


Mivel det ( W(x)) - 0, azért innen a ci(x) deriváltak egyértelműen megha- 
tározhatók, és ezekből integrálással adódnak a c,(x) függvények, majd ezekkel 
az yp(x) keresett partikuláris megoldás. Végül is az általános megoldás: 


y(x) — yn(x) tt yp(x) — c Yi Th eYe Th .. . cCnYn Tt yp(x). 


c) Másodrendű Az alkalmazásokban való fontos szerepére tekin- 
homogén lineáris tettel vizsgáljuk meg az általános eset után az n — 2 
ejzpetdkássar ásó esetnek megfelelő 
egyenlet állandó 
együtthatókkal ay" kk by" -- cy S 0 (a 75- 0) 


másodrendű homogén lineáris differenciálegyenletet, 
ahol a, b, c, állandók, 
Ezzel ekvivalens a következő elsőrendű differenciálegyenlet-rendszer : 


d 
EPA Pl en 0 L1fy 1. 
; ne bi, 
y a a 
Az együtthatókból képezett 
A 0 1 
SEBE 
a a 
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matrixhoz tartozó karakterisztikus egyenlet: 


det (4E — A) — 14 —:1 —a3144E—0, 
c b 
a 


el 


a 


vagy a-val végigszorozva 
a)? 3- b 4 c — 0. 


. —b-t Vb? — 4ac 


413 sa 9a 


A sajátértékek; 


Mármost három eset lehetséges: 


I. eset: b? — 4ac 5 0, azaz 4, f 4, és mindkettő valós. Ekkor A diagonál- 
alakra transzformálható hasonlósági transzformációval., A transzformáló matrix: 


és ennek a reciproka: 


V-1 — (EV ésse A — 1 . 
A, — A § 
j "8 1] 
Mivel most 
ek ráta sz ESZ 
a 1 22 a / 1"2 
miatt 
ja ER 
—41 4; 4 ta 
azért 


K — V-1 AV — És űl á 
0 2 
Legyen most 


V-1y(0) — c — hl j 


c 
akkc. mivel 
y(x) — etxy(0) — VEGV 1y(0) — Vegre 
és 
W(x) — Ver —f1 1 pi 0 át bs at 8. 
hi 741 0 es! Ae her 
azért 


y(x) — W(x) c, 
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y (x)1— ex ee HÉ zi cseh hc e J], 
h-ogi Ae 1 [Co cd-k Ca e 
y(x) — ce te, 
A WRONSKI-féle determináns értéke könnyen kiszámítható: 


W(x) — det (W(x)) —] ehx  elx ] — (As szá A petét 4x) se 


tehát 


b 
x 


— (4.—2je 7. 
(42 — 41 — W(0).) 
II. eset: b3 — 4ac € 0, azaz A, — x -- ib, Ah, — x—iB, vagyis a saját- 
értékek konjugált komplexek. Ez esetben az előző esethez hasonlóan" 
y(x) — cser cset — err(cseléx 4 ceerir) — 
— ex((c4 -t- €9) cos Bx 71- (ic, — ic,) sin Bx) — 
— ex(k, cos Bx -- k, sin Bx) , 
és ez az általános megoldás valós alakja. 


III. eset: b? — 4ac — 0,. azaz 4) — 4. — 4, és ez valós ü — — a 


Ekkor A hasonlósági transzformációval JORDAN-féle normálalakra transzformál- 
ható. A transzformáló matrix: 
V-TfI 01, 
haj 


és ennek a reciproka: 
Vt. sz l 01. 
cd al 
Mivel most 
st szjdjn éz tési 
a a 
miatt 
A — 0 1], 
ha aa] 
azért 
J] — V-1 AV — h 1 
1 
és I 


Fesz pa 
s ses 


20" 
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Legyen most 
V-Iy(0) —e—-— [c], 
[a 
akkor mivel 
y(x) — e8: y (0) — Ve V-1y(0) — Ve c 


és 

W(x— Ver—[1 Oj[ez xel [fe xe $ 

b 1 0 me He (1 szgöll 
azért 
y(x) — W(x) c, 

azaz 

y(x)1—[eé ke ej cse? -- coxe F 

vol liar a 4 adesllee] leget épen ek ager 
tehát 


y(x) — csek 7 csxekx — (c, ht cx)e, 
A WRONSKI-féle determináns értéke: 


W(x) — det (W(x) —]eé xe dő al Bag 0 


Alex (17- Axe 


(Most W(o) — I.) 


4. §. LINEÁRIS DIFFERENCIÁLEGYENLETEK VÁLTOZÓ 
EGYÜTTHATÓKKAL 


a) Elsőrendű 
homogén lineáris 


Legyen adva a következő homogén lineáris dif- 
ferenciálegyenlet-rendszer, az ún. Caucny-féle nor- 


differenciál- 3 
málalakban: 
egyenlet-rendszer 


együtthatókkal ax - ay Tt anbXNye Tt . . . TF anya 


d 
dx — aab9yi Tt azol)yo kt . . . -H an(yn 


4. lk KK EK EK AK LK E AK EK E EK EK EK HK E E EK EE EK EK EK E E EK EK E EK KK EK EK EK E EK EK EK 3 9060.. 


d 

ri — anyi tt an(9yo Tt . . . 4 ann(yn: 
ahol az a; (x) együtthatók legyenek az Ix — x,] azárt intervallumban foly- 
tonos függvények. Keressük ennek a differenciálegyenlet-rendszernek azt a meg- 
oldását, mely eleget tesz az adott 


91(x0) — YioPx(x0) — Yoo: : : ss Yn(Xxo) — Vno 
kezdeti feltételeknek. A differenciálegyenlet-rendszerben a jobb oldalon álló 
függvények eleget tesznek az Ix — xol £ a, IY; — Vol Eb tartományban a 
megoldás egzisztenciáját és unicitását biztosító feltételeknek. Alkalmazhatjuk 
tehát a szukcesszív approximációk PicARD-féle módszerét. 
Vezessük be a következő matrixokat: 


y-íyvil; A (x) —  az(x) azo(x) ... an (x) [; Yo —Í Vio 
V2 as1(x) a. (x) . . . aon(x) J 20 


Yn an1(x) an2(x)  —  ann(x) Vió 


Ekkor a feladatot röviden így fogalmazhatjuk: 
Keressük a 


d 
ga A(x)y 


310 4. §. LIN. DIFF.-EGYENLETEK VÁLTOZÓ EGYÜTTHATÓKKAL 


matrix-differenciálegyenletnek az y(xo) — yo kezdeti feltételt kielégítő megoldá- 
sát. Ezzel a differenciálegyenlettel ekvivalens az 


y(x) — yo J A(Dy(8) dé 


integrálegyenlet. Tehát a PicaRD-féle iterációnak megfelel az 


x 


Yr(x) — yo HJA) Yx-1(6) dé, k — I, 2, 3, . . . 


Xo 


sorozat. E sorozat az ]Ix — x ] — a intervallumban abszolút konvergens, és 
határértékben a differenciálegyenlet egzakt megoldását szolgáltatja: 


yb) — limy,(x) . 


k- oo 


Mivel 
vi) — fE 3 [AG délyo, 
Xg 
X x €2 
vb) — [E 3 fA(E) dé, 4-f AJ [ACE dé, dél vo, 
x x Éz 
va(9 — JEA) dt-HfA(EJf A(E) dé, dé, -- 
Xo 6; Xo 
x 6. És 
HF JACED JAJ [ACE dé, dé dés yos... 
azért ü Ü T; 
y(x) 7778 ay yos 
ahol 


s2 


x xX És 
S S EGJfAGDdt 4 [ACE ACE) dé, dé, - 


§ Éz 


FÍACEJJ ACE)  A(8) dé, dé, dE, -k .. . 


Xo 


x 


Xg 


az adott homogén lineáris differenciálegyenlet-rendszerhez tartozó rezolvens 
matrix (matrizáns). 


a) ELSŐRENDŰ HOMOGÉN LIN. DIFF.-EGY.-RENDSZER 311 


A 2. §-ban (ahol A — állandó együtthatómatrix esetén vizsgáltuk a rezol- 
vens matrixot) közöltekhez hasonlóan belátható, hogy a rezolvens matrix, többek 
között, a következő tulajdonságokkal rendelkezik: 


ax) 2 —E; 


1 ÁSPONLED 54 
: 0 (JACOBI-féle azonosság) ; 


"E — [arg) dé, HAJA) dE, dé, — 


y) 7 52 
ze J A(E;) f A(z) f A(E) dé, dé, dés 4... ; 
Xg Xg 
ö) Ha x TEKESIESEZKESERÉSS LÉRE SAL ER ESEK akkor 
matt 2 x. 22 üg: 


oszlopvektorai az adott homogén lineáris differenciálegyenlet-rendszernek egy- 

egy olyan partikuláris megoldását adják, melyek egymástól lineárisan függet- 

lenek, Az általános megoldás ezeknek lineáris kompozíciójaként adódik. 
Abban a különleges esetben, amikor A(x) és J A(E) dé a szorzás szempontjá- 


Xp 


ból felcserélhetők, azaz A(x) " JA) d€ — Ae) dő : A(x), akkor a rezolvens 


Xa x0 


matrix igen egyszerű alakot ölt: 
[Arcade 


x 
Szet . 


xp 


S2 


Ugyanis ekkor 


Í A(t) J A(En) dé, dé, — J f] A(£) dE] A(E) dé, — 


sz -J ; j A(£) d. a j Algydéi — 51 Í ACE) az, 
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és hasonlóan 


x €. 62 


JAJ ACE) J ACE) dé, dé, dé, — 


ajlfrpafe dosj-g] fo 


és így tovább, azaz 


00 [Aa 
— Dr 


kz0 


a fa azt szeb 


J 


A rezolvens matrix előállítása — néhány egyszerű, speciális esettől eltekintve 

— túlságosan bonyolult. Eppen ezért gyakorlati számításoknál a rezolvens 
matrixot valamilyen módon approximálni szoktuk, Erre több lehetőség adódik, 
Mindenekelőtt felosztjuk az (xg; x) intervallumot az X, Xo5 . , (s Xn-1 absz- 
cisszák közbeiktatásával úgy, hogy [Ix,— x;..1£h legyen (ij —1,2,..., 
. s N3Xn 5 x), ahol h 5 0 elég kicsiny. És alkalmazzuk a rezolvens matrix 


1 
BZ sz x 4 
se — Se ee I8]., 
1—n 
szorzatalakját. 
Legyen közelítőleg 
66. fá zzz ára JÉ 
22 B FY NAD AES (xx; TT 1) Ak(x. 1). 
d; k—0 " 


(Itt feltettük lazt, hogy A(x) 5 A (x;. ), ha x, , 5 x — x;). 
Ekkor 


S2 


Xg 


j 
x F3 [I e1— A (Xi—1) , 
izn 


Ki lehet azt mutatni, hogy ebben az esetben a közelítés hibája a Ah , lépéstávolság" 
első hatványával nagyságrendben egyező. 
A rezolvens matrix egy másik közelítése a következőképpen adódik: 


ef a IT 4. fA az I 


Ki lehet azt mutatni, hogy ebben az esetben is a közelítés hibája h első hatványá- 
val nagyságrendben egyező lesz, 


c) ÁLTALÁNOS KEZDETIÉRTÉK-FELADAT 313 


Végül megemlítjük azt, hogy abban az esetben, ha az A(x) matrix az X; , 
hely (i — 1, 2, . . ., 1) környezetében konvergens hatványsorba fejthető, akkor 
az §2 
sort m-ed fokú Taylorpolinommal helyettesítjük, a közelítés hibája a h lépés- 
távolság m-edik hatványával nagyságrendben egyező lesz. 


. . rezolvens matrixot TAYLOR-sor alakjában lehet előállítani. Hae TAYLOR 


b) Elsőrendű Vizsgáljuk most a 
inhomogén d 
lineáris differen- —y — A(x) y 1 f(x) 
ciálegyenlet- dx . 
rendszer változó 


inhomogén lineáris differenciálegyenlet-rendszert az 


. együtthatókkal ] y(x,) — ya kezdeti feltétel mellett. Itt 
f(x) — I f(x) ; 
f(x) 
In) 


adott függvényekből áll, és feltesszük, hogy f(x) az ] x — xy ] £ a intervallum- 
ban folytonos (i — Il, 2, . . ., n). Ugyanúgy, mint az A — állandó esetben láttuk, 
a keresett megoldás az állandók variálásának módszere alapján: 


N 
: i £4—I1 
yt) — szE lyo EJ (RÉT E) dé . 

c) Általános , Általános" kezdeti feltételeken azt értjük, hogy 
kezdetiérték- az ismeretlen függvények közül bizonyosaknak (azaz 
feladat lineáris : a I : szad 
differenciál- az ismeretlen oszlopvektor bizonyos elemeinek) értékét 
egyenlet-rend- a független változó több különböző értékénél írjuk elő. 
szereknél Az ;általános" kezdeti feltételek tehát speciális eset- 


ben magukban foglalják az ún. kerületi feltételeket is. 
Az általánosság kedvéért változó együtthatójú inhomogén lineáris differen- 
ciálegyenlet-rendszert vizsgálunk: 


gy — A(x)y Tt f(x). 


Keressük ennek a differenciálegyenletnek azt a megoldását, mely eleget 
tesz az 
egy(x) — Wo A 1.2... .9N 
feltételeknek, ahol 
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azaz egy olyan soregységvektor, melynek x;-edik eleme 1, a többi mind 0; 
Ix, x ]E£ ax; f xo1— 1, 2,..., n. x, egész szám (1 —£ a; —£ n), és értékei 
között egyenlők is lehetnek. Az x; értékei között is lehetnek egyenlők. Ha vala- 
mennyi x; megegyezik, akkor ax; értékei között nem lehetnek egyenlők, és ugyanez 
vonatkozik x, értékeire, ha valamennyi ax; megegyezik. Azaz az előírt feltételek 
között nem lehet ellentmondás. 

Legyen a 


d 
dx9h7 A(x)yn 

homogén lineáris differenciálegyenlet rezolvens matrixa $2[/. 

Képezzük á rezolvens matrix sorvektoraiból az előírt feltételeknek megfelelő 
X-f eg 


ef, §2 


Xi 
Xo 


Xa 
Xo 


Xn 


xk 
ez, 52 xe 


kvadratikus matrixot. Ha az előírt feltételek között nincs ellentmondás, akkor 
det (X) 7 0, és létezik a X7! reciprok matrix. 


Legyen 
E és z(x;f) — 3 
5 le eePf (ehe az], 
yo et 2 (sé) "(e de 
no eze [re Ae) de 


akkor a keresett megoldás 
y(x) — S2], XI yo -k z(x;£)! § 


Hogy ez tényleg megoldás, az belátható abból, hogy 


d x 
GY 7ADS XT [yo 7 z (xs£))-b 2 XI XC52 
— A(x)y Tt f(x); 


azonkívül eleget tesz az előírt feltételeknek is, mert 


2) " fe) — 


efy(x;) — ef ex lyo -k z(x;f)j SZG ga EZ es agita 
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d) Nem lineáris Legyen adva a 
differenciál- dy, 
egyenlet -rendszer la — f(x. Y15 Yo: : es Un) 
iterációs meg- 
oldása lineáris dy. ú 
differenciál- ax — f(x. Yv Vo: s Yn) 
egyenletekből 
álló iteráció- TZOTÁNHKNEKÁK ÉN 
sorozattal való LVn 
approximálás d — In. YeYo e: s Jn) 
útján 


differenciálegyenlet-rendszer az 


DX) Ein et ei 2 
kezdeti feltételekkel. 
Feltételezzük azt, hogy a jobb oldalon álló f; függvények az 


I1x— x1£a ly; — 901 Eb (ii — L, 2, ...,n) 


zárt tartományban folytonosak, így tehát korlátosak is, és az y, változók szerint 
legalább háromszor folytonosan differenciálhatók. 

Helyettesítsük a differenciálegyenletek jobb oldalán álló f; függvényeket 
az y; ismeretlen függvények hatványai szerint haladó TAYLOR-polinommal. 
Csak a lineáris tagokat írva ki részletesen, nyerjük, hogy 


dv. 
ms A ba a: (XIV E s b(x) zt 2(X. Yu Ya .. age zaj E - 1 dj a 4 sz 
kz1 


of. 
a; (x) — 5, (X5 Y10.Y20 - : ss Vno); 


b:(x) — f(x; Vio V20s : . ss Yno) — beé Ax (xX) Vo 


k—]1 
Vezessük be a következő jelöléseket: 
y-y(9d—[yhk) I, 
yo(x) 


. 


Yn() 


A(x) —[ a11(x) arx(x) ... ajnl)i; 
as1(x) a2o(x) ...  arnlx) 


.an1(x) ano2(x) ... dann(x) 
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b(x) —1 b1(x) [/ g(x;y) —Í gi (x Ya Ya: sz). ú 
b(x) g(X Yv Yo: Un) 
bal) Bn(x Ya Vo s e s Yn) 

Yo— y(x0). 


Ekkor az adott differenciálegyenlet-rendszert röviden így írhatjuk: 


£y— Agy b b6) 4 gegy), 


amelynek az 
y(x0) — yo 


kezdeti feltételt kielégítő megoldását keressük. 
A. megoldás érdekében képezzük a következő iterációsorozatot: 


d 
gyi — A(xyi Tt b(x); yi(xo0) — Yo; 


d 
axYk SEZ; A(x) Yk TF b(x) -k g(X; Vr); y.(x0) lesszmaztri Yo; k pzs 2 


d 
dx"? — A(X)ya 


homogén lineáris differenciálegyenlet rezolvens matrixa: $2  , akkor a felírt ite- 
rációsorozat megoldásai ezzel így írhatók: 


x 


"1yo-tJ (RÉJT Be) dé; 


Xn 


yi:(x) — 22 


x 


: yo [ (ÉJ TB — gé; ya dé), kz 2. 


Xn 


yx(x) — 82 


Ki lehet azt mutatni, hogy az y,(x) függvények sorozata az[x —x] Ca £a 
részintervallumban (ahol x bizonyos állandó) egyenletesen konvergál az adott 
differenciálegyenlet-rendszer egzakt megoldásához: 

im y.(x) — y(9) 

ho-oo 
és azonkívül meg lehet becsülni a k-adik lépésben nyert közelítő megoldásnak 
az egzakt megoldástól való eltérését is. (A konvergencia bizonyításával és a 
hibabecsléssel itt nem foglalkozunk.) 
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Megemlítjük még azt, hogy a fenti iterációs eljárás lényegében azon alap- 
szik, hogy az iterációsorozat egyes differenciálegyenletei inhomogén lineáris 
differenciálegyenletek, így az előző pontban foglaltak alapján az adott differen- 
ciálegyenlet-rendszernek az 


EY) — Vor — 1.25... Nn 


ssáltalános" kezdeti feltételeket kielégítő megoldását is meg lehet határozni 
iterációval. 


e) A másodrendű Alkalmazva az előző §-ok eredményeit az 
lineáris differen- 
ciálegyenlet a(x)y" 3- bí(x)y 4 c(x)y — f(x) 


megoldásairól 


általános alakú inhomogén lineáris differenciálegyen- 
letre, a következő megállapításokat tehetjük. 

Mindenekelőtt feltesszük azt, hogy az c — x E § intervallumban az a(x), 
b(x); c(x) és f(x) függvények folytonosak és a(x) nern válik itt sehol sem 0-vá. 
a(x)-szel végigosztva az egyenletet és bevezetve a 


a, 109 e) reg -188 


jelöléseket, egyenletünket így írhatjuk: 
y" 4 ph)y 4 g(9y — r(x). 
Ezzel ekvivalens a következő, matrixalakban írt differenciálegyenlet-rendszer : 
a éget éb 
yi 1—at) —PEJILYI Ir() 
Előírva az y(xo) — yo; y (xo) — yo kezdeti feltételeket (a — x, £ 5), a megoldás 
egzisztenciáját és unicitását biztosító feltételek teljesülnek, ezért az előírt kezdeti 


feltételeknek megfelelő megoldás egyértelműen meghatározható. Könnyen belát- 
ható az, hogy ha az adott inhomogén lineáris differenciálegyenletnek megfelelő 


sz 


y TF POJYn TT 9(9yn — 0 
homogén egyenletnek egy partikuláris megoldását ismerjük, akkor az inhomogén 
egyenlet általános megoldását kvadratúrákkal elő lehet állítani. Mielőtt ezt meg- 
vizsgálnánk, előbb lássuk a homogén egyenlet általános megoldását. 


1 


Tegyük fel, hogy a 


Jó-e 
y.l 1—p(G) —gbk) 
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homogén lineáris differenciálegyenlet-rendszer rezolvens matrixa; 
S2 5 — [1(x), 029] — ke we(x) 
wai(x)  — woo(x) 


amelynek csj(x) és wo(x) oszlopvektorai det ($2 k) -- 0 miatt lineárisan függet- 
lenek. Ezért 


2 


yrh) — [1 0]8 


3 ha] — wyi(x)yo 1 01e(x)yo 
i yo 
és 
yr(x)— [0 1]s2í b — we(yo -k 0oo(x)yó E ont9yo tk wiel(x)yo. 
yo. 
Ha y, — c és yo — ca tetszőleges állandók, akkor 


Yn(x) — cjwzi(x) -— c2w1o(x) 


a homogén egyenlet általános megoldása. w11(x) és wzo(x) két lineárisan függet- 
len megoldása a homogén differenciálegyenletnek. c, — 1 és c, — 0 választás 
mellett adódik az w.1(x), és c, — 0, c — 1 választás mellett az w,o(x) partikuláris 
megoldás. E két függvény a homogén lineáris differenciálegyenlet megoldásainak 
egy alaprerdszerét alkotja, Ezek tetszőleges nem szinguláris 


K — h 4 
Kei koz 
matrixszal képezett 
Y.(x) — kiwi(x) FF ko1w1o(x) 
Y (x) — kipwi1(x) -- Kkoswio(x) 
lineáris kombinációja szintén egy alaprendszert képez. w,1(x) és w1o(x) egymástól 
való lineáris függetlensége ugyanis azt jelenti, hogy 
a1411(x) t x2wo(x) — 0 


csakis akkor áll fenn, ha x, — x, — 0. Ebből az egyenletből azonban deriválással 
következik, hogy 
x1wi1(x) -- xewjelx) — 0, 


vagy figyelembe véve azt, hogy wii(x) z wsi(x) és w1o(x) z woo(x), egyidejűleg 
fennáll, hogy 


a4w11(x) -- xowiol(x) — 0, 


x1w021(x) Tt xwoo(x) — 0 


csakis akkor, ha x, — c, — 0. Ez azonban valóban így van, mert egyenletrend- 
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szerünk matrixosan így írható: 


e fisi 


wo1(x) — wop(x) 


x1— 0, 
6 
ahonnan 

det ($2 


.) ÉSE wz1(x) wzo(x) j ai 6) 
I wo1(x) — woo(x) 


miatt xy, — cs — 0 következik. De akkor 


S2/ K— B s. — W(x) 


Yi Y? 
determinánsa is 0-tól különbözik, és így Y.(x) és Y.(x) is egy alaprendszert 
képez. 
Jelöljük W — W(x)-szel az Y, Y, alaprendszerhez tartozó WRONSKI-féle 
determinánst:; 
W(x) — W — bé v] es VeX sr XsYia 
iYi Y 


Ismert összefüggések alapján 


ii [na 
W(og-Cer , 
ahol C — W(x,). Ha x, tetszőleges, és figyelembe vesszük azt, hogy a határozat- 
lan integrál csak egy tetszőleges additív konstans erejéig van egyértelműen 
meghatározva, akkor írhatjuk: 
Weg eaz 19. 
Feltesszük, hogy Y.(x) -£ 0, akkor 


W  YYI—YY; dry, 
ST] ) 


YI YT 


Yi 
ahonnan integrálással: 
- j p(x)dx 
9 
1! 


W e 
Xs ei Y .(x) sza Y. [7 dx — [57 dx. 
1 


Tehát Y (x) ismeretében egy tőle lineárisan független Y, megoldás kvadratúrá- 
val nyerhető. 

Az inhomogén lineáris differenciálegyenlet általános megoldásának előállí- 
tására felhasználjuk a 


W(x) — he Lo 
YI(x) Y2() 
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TVRONSKI-féle matrixot és az 


Y(3) — W(x) je 1-[ V-D 9) ds 
explicit formulát, melyből minket most csak az y(x) oszlopvektor első eleme 
érdekel, A szorzások elvégzése után nyerjük, hogy 


§ ; Y s 1 : szi 1 95 
va) — GY) 4 YES KÖT 


Na 


r6) as 


T5ehát a másodrendű inhomogén lineáris differenciálegyenlet általános meg- 
oldása valóban kvadratúrákkal előállítható, ha a megfelelő homogén egyenletnek 
egy partikuláris megoldása ismeretes. Megjegyezzük azonban azt, hogy általános 
esetben nincs módszer arra, hogy egy ilyen partikuláris megoldást explicit zárt 
alakban előállítsunk. 


() Homogén lineáris Legyen adva általános esetben a következő dif- 
differenciál- ferenciálegyenlet-rendszer : 
egyenlet-rendszer E 
megoldása HF ES 
hatványsor VO) dx 9 UC) y 
lakjáb 8 
sze ZTSOZB a sészal ahol feltesszük azt, hogy az (xo, x) intervallumban 
a V(x) és U(x) matrixok, ha nem is polinomok, legalább 
TAYLOR-sorba fejthetők az x, hely környezetében, azaz 
2, ! (x szEs X" 27 
V(x) s V(xo) F (x — xyV(xg) 7 lé VIE ség 
Ty 1 A Xx Ek X j , I 
U(x) z U(x) -- (x — xy U (x) -- szi Ú (TX) sás 


Tegyük fel azt, hogy V(x,) nem szinguláris, és írjunk x — x, helyett a rövidség 
kedvéért 5-t, akkor 


V-i(x)V() — EV ST VS --..., 
V-1(x)) U(x) — U, -- UL! 4 0.8 -- . .., 
ahol V; és U, konstans matrixok. 
Keressük a megoldást a következő alakban: 


y) — ely) E (ETASTAÁAS- . . JI, 


ahol A,, A, . . . egyelőre ismeretlen állandó matrixok és y(x,) adott kezdett 
feltételt jelent. A differenciálegyenletbe való behelyettesítéssel nyerjük, hogy 


(EF VIS 4 V.88-F . . .) (Az kH 2425 4 34558 -F . . JYy(x0) — 
— (U, 4 UéF Ut...) (EF AG -- A fh . . Jy(x). 
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A két oldal egybevetéséből nyerjük, hogy 
A, — U,, 
2A, — (U0— V) A, 4 U,, 
3A, — (U, — 2V,) A, -- (U, — V.JA, -- Ú;, 


VELE ANNANELANAAKAEAANAAYNEAePEeeee. 


Ha speciálisan V(x) 5 E, akkor a feladat egyszerűsödik, mert 
A, — U,, 
2A, han UA, -- U, ezi U; PF U,, 


l yis, 1 
3A, — UJA; -- UA, 4 U, — — 05 - UJU, 4 UJU, -k- U,, 
g) Példák 1. Vizsgáljuk az 
y" — aggy Tt begy 
másodrendű homogén lineáris differenciálegyenletet az y(x) — yo Y(xo) — y 
.kezdetti feltételek mellett. I 
Az adott differenciálegyenlet ekvivalens a 


jő ji Be jő 16 


matrix differenciálegyenlettel. Írjuk ezt röviden a 


a 
dx 


23 y — A0gjy 
alakban, ahol 
A(x) —f 0 : lg 16 
hó 58 


Az adott differenciálegyenletből deriválásokkal nyerjük: 
y (x) — AG) yl); 
y"(x) — A(x) y(x) 4 Al) y (x) — (A (x) -- A) y(); 
y"(x) —(AT(x) 4 Ax) A(x) t A(x) A (x)j y(3) 1-1 A(x) 4 Ak(x)jy (x) — 
— (AT(x) 1 2A(x) A(x) -- A(x) Ax) 4 AX(x)j y(a); 


VGA AANEALEEEAEAEVAHPAAAAAAAYPAEA AAN... 


(Derivaláskor ügyelni kell arra, hogy mivel általában AA -- AA, azért (A?) c 
5 2A"A, hanem (A?)y — A A 7- AA) 
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Ezekkel pedig (a h lépéstávolság harmadfokú tagjáig bezárólag) lesz: 
1 h 1 h? ,9 h? 
yo kh SYGIFYEI GATYA TY 31 — 
h? I 
— (E -F A(xJh (Ara) — AtoJT ág "b TAT Go) ZA (JAT) - 
h8 
AGA) Ar] ájl ve. 
A számításokat részleteiben elvégezve, végeredményben r 
h? h3 
y-t B (1 at) 2 [70 HF art] ait 70) - 
h? h? 
e] br) 2 -k [a(xo) -- Bet E GrG] af ro; 
h? 
y(xo b h) ss (a(x)h 4 [d(xg 7 a(xo)b(xo)] 5 Tt [a7(xo) -- 2a(xo)b(xo) -- 


- arab) - atlx) H atrJoztJT á] (kx) -k 


E (1-4 Bxo)A -E [ala -k Bar) - BEI 5 E T(x) -- 2) - 


4 BB JGr Ca) E 2atrrJAlx) -F BE(xJI ZA yt). 


2. Legyen a megoldandó differenciálegyenlet a következő 


y txy70, 
és a kezdeti feltételek: y(0) — LIL, y(0) — 0. 
Most 
a: abT 
yi 1—x OJLYI 
vagy ha 


akkor röviden: 


d 
dx" — (U, t- U.x)y. 


Keressük a megoldást az 
y(9) — (EF Ax -F Az? .. Jy(0) 
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alakban. Az f) pontban közölt eredmények szerint: 


és így tovább. Ezekkel lesz: 


y(x) — 


Végeredményben, ha 


akkor lesz: 
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0 0 
1 1 1 
—1 0 
1... 1 1 1 
Az — 7 Ut 5 Ui z UUo— 7 —1 0 
0 —2 
x" x 
1 01-3-fo HMHx-f 0 o£ fr—i ot y(0). 
] 3 pjsztlktli 
o 1 lo o —1 0 0  —2. 
y(0 — [1], 
0 
i a x x? 
y9—-1— gt rgg— Taggy tt 
max gő x8 xi 
yY09—— 5 tag Tao Tt TA2560 tt 
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